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,JOSEPH PEANO
ARITHMETICES PRINCIPIA NOVA METHODO EXPOSITA”

Tn putine cuvinte si ceva mai ,,constructivist privita”

Aceasta operd, al carui titlu probabil aminteste de ,,Philosophie Naturalis Principia Mathe-
matica”" domnului Isaac Newton - cel putin in propria mea perspectiva - reprezinta un punct de in-
flexiune n re-formalizarea ,,conceptelor matematiciste?”, oferind totodata o fundatie solida bazata
pe un sistem axiomatic strict logic formalizat, in aceeasi maniera in care principiile newtoniene au

fundamentat — cu ceva timp In urma - formalismele ,,fiziciste” ori acelea ,,fizicaliste”>,

1 Propusa de catre domnul Isaac Newton, aprobata pentru publicare de citre domnul Samuel Pepys — presedinte
al ,Societatii Regale” in 5 iulie 1686 si tiparita la Londra de catre Joseph Streater, cu sprijinul abia mentionatei
»Societatii Regale” in anul 1687.

2 In principiu ori cel putin in ancadramentele discursive familiare probabil doar mie insimi, termenul ,,matemati-
cist” — ar putea reprezenta orice concept, care s-ar referi la ceea ce:

Domnul Aristotel clama: ,,Stiinta cantitatii”.

Domnul Isidore Auguste Marie Frangois Xavier Comte sugera ca ar reprezenta: ,,Science des grandeurs” - ,,Sti -
inta masurarii indirecte”, in acceptiuni contemporane

Domnul Benjamin Peirce: ,,Mathematics is the science that draws necessary conclusions” - Matematica este
stiinta care trage concluziile necesare.

Domnul Bertrand Arthur William Russell: ... ,all Mathematics is Symbolic Logic” -Toata matematica este logi-
ca simbolica.

Domnul Luitzen Egbertus Jan Brouwer: ,, The only possible foundation of mathematics must be sought in this
construction under the obligation carefully to watch which constructions intuition allows and which not” - Singura
fundatie posibila a matematicii trebuie cautata Tn aceasta constructie, sub obligatia de a observa cu atentie care con-
structii - intuitiv - sunt permise si care nu.

Domnul Arend Heyting ... ,intuitionist mathematics is nothing more nor less than an investigation of the ut-
most limits which the intellect can attain in its self-unfolding - matematica intuitionistd nu este nici mai mult nici
mai putin decat o investigatie a limitei limitelor e pe care intelectul le poate atinge in auto-dezvoltarea sa.

Ori pur si simplu — revenind la perspectiva domnului Russell: ,,The subject in which we never know what we
are talking about, nor whether what we are saying is true.” - Disciplina in care nu stim niciodata despre ce vorbim si
nici daca ceea ce spunem este adevarat.

Cel putin conform celor sugerate n:

»A History of Mathematics”, lucrarea domnului Florian Cajori a cincia editie din 1991, publicata de catre
»2American Mathematical Society” — printre paginile 285 si 286

Primul volum al ,,Cours de philosophie positive, Troisiéme Le¢on” — lucrarea domnului Isidore Auguste Marie
Francois Xavier Comte, publicata la Paris, la ,,Rouen Fréres”, in 1830.

,Linear associative algebra” lucrarea domnilor Benjamin Peirce si Charles Sanders Peirce publicata la New
York, la ,,D. Van Mostrand”, in 1882 — la pagina 7

,»The Principles of Mathematics”, lucrarea domnului Bertrand Russell, publicata in 1903 la ,,Cambridge at the
University Press” — la pagina 5.

»Recent Work on the Principles of Mathematics” articolul domnului Bertrand Russell, publicat in ,,Internatio-
nal Monthly”, volumul 4 din 1901.

,» The Development of Intuitionistic Logic” articolul domnului Mark van Atten, publicat in 8 noiembrie 2017 in
,»The Stanford Encyclopedia of Philosophy” editia din iarna anului 2017, editata de catre domnul Edward N. Zalta,
si publicata de catre ,,Metaphysics Research Lab, Stanford University. Retrieved”.

3 Tot ,in principiu” si - tot - ,,cel putin in ancadramentele discursive familiare probabil doar mie Tnsami”, termenii:

a. ,,Fizicist” reprezinta un soi de abstractizare a acceptiilor , fiziceste” calificabile.
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Asa ncat — cel putin in acest context discursiv — s-ar putea accepta cd, tocmai prin aceasta
lucrare, domnul Giuseppe Peano a re-construit fundamentele matematicii printr-o abordare — desi,
probabil neintentionat - constructivista, centrata pe axiome si demonstratii explicit recursive, mai
degraba decat pe intuitii ori revelatii analogic fundamentate.

Doar cd, pentru a aprecia pe deplin perspectiva domniei sale - probabil - Tn prealabil, ar tre-
bui apreciate atat contextul intelectual al sfarsitul de secol XIX, cat si evolutia conceptului de numar
- de la practicile empirice ale antichitatii la acceptarea lui ,,zero” ori a ,infinitului”, culminand cu
formalizarea riguroasa a tuturor acestora, aldturi de operatiile in care ar putea fi implicate.

Asa Tncat — revenind:

Sfarsitul secolului al XIX-lea a fost marcat de o cautare intensa a rigorii iIn fundamentele
matematicii, pe fondul progreselor n aritmeticd, algebra, analiza si geometrie, care au evidentiat ne-
voia de a reconstrui concepte fundamentale precum numerele naturale pe baze mai solide decat cele
intuitive, empirice ori ,,revelate".

Iar, prin lucrarile domnilor Gottfried Wilhelm Leibniz, Tn care domnia sa si-a propus propria
perspectiva asupra unui limbaj universal®, George Boole care a ,logicizat algebra” ori a ,,algebrizat

,Fizicismul” reprezinta generica calitate a unui sistem filosofic conceptual, pe care - spre exemplu - domnul
Karl Raimund Popper l-a definit, prin analizarea spectrului intensional al ,,unei afirmatii despre o proprietate fizi -

42

ca”, care, poate fi - cel putin teoretic - ,,contrazisa” printr-o ,,observatie”.

In timp ce — in ciuda faptului c&, cel putin aparent reprezint aceleasi soiuri de paradigme acceptive si tot un
soi de concept filosofic,

b. ,Fizicalismul” nu prezinta decét un soi de izomorfism expresiv cu ,,fizicismul”.

De fapt ,,fizicalismul” reprezinta perspectiva prin care s-ar presupune cd nu exista nimic - real - in afara ,,celor
fizic definibile”.

Ori perspectiva conform cdreia tot ceea ce chiar in acest moment exista - inclusiv mintile umane - a aparut in
virtutea re-aranjamentelor si a interactiunilor dintre particulele si fortele fizice care au aparut dupa nasterea Univer-
sului.

Cel putin conform celor sugerate n:

Articolul ,,physicism” gazduit pe platforma:

Hhttps://www.merriam-webster.com, la adresa: ,https://www.merriam-webster.com/dictionary/physicism”, de-
sigur de catre: ,,Merriam-Webster Dictionary.

Respectiv  aceluia - omonim - gazduit de: ,Collins Online Dictionary”, la adresa:
,»https://www.collinsdictionary.com/dictionary/english/physicism” - desigur - pe platforma
,Hhttps://www.collinsdictionary.com”

,»Philosophy of Mind: A Very Short Introduction - Very Short Introductions™ - lucrarea doamnei Barbara Gail
Montero, publicata la ,,Oxford University Press” in 2022.

,Defining "Physicalism"” - articolul domnului Robert M. Francescotti, publicat n ,, The Journal of Mind and
Behavior”, volumul 19, numarul 1 din iarna anului 1998, printre paginile 51 si 64.

Articolul domnului Andreas Elpidorou - ,,Introduction: The Character of Physicalism” - publicat in ,, Topoi”,
volumul 37, printre paginile 435 si 455, din 2018.

Dar, asupra acestor detalii — cel putin In acest context - nu voi reveni.

4 De fapt, domnul Leibniz a propus conceptul unui limbaj formal simbolic menit sa exprime adevaruri matemati-
ce si logice Intr-un mod universal, precis si deductiv - ,,characteristica universalis”.
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logica™ - si ale lui Gottlob Frege, care a propus fundamentarea matematicii pe sistem logic biva-
lent, s-au promovat un soi abordari simbolice si formale a matematicilor.

In timp ce - desigur - prin contributiile contributiile domnilor lor, domnii Georg Cantor prin
maniera In care a formalizat ,,teoria multimilor” si Richard Dedekind prin felul in care a definit nu-
merelor reale au sugerat necesitatea eliminarii tuturor ,,ambiguitatilor formalismelor matematicist
descrise”.

Oricum — re-revenind - in societdtile preistorice si antice, numadrarea era o practica cat se
poate de ,,practica”, motivata de nevoi concrete, precum gestionarea resurselor ori impartirea timpu-
lui.

»% prezintd crestaturi grupate, sugerand o forma tim-

Spre exempluy, ,,0sul Ishango din Congo
purie de numadrare.

In Mesopotamia n mileniul IIT Tnainte de Isus Hristos, babilonienii foloseau un sistem sexa-
gesimal’ pentru calcule curente, reprezentind numerele naturale prin simboluri cuneiforme repetiti-

ve.

Asa Incat, in lucrarea domniei sale ,,De Arte Combinatoria”, Tn 1666 a sugerat posibilitatea crearii unui sistem
simbolic care sa permita combinarea conceptelor prin reguli logice, anticipand astfel formalismul modern ,,matema-
ticist-contemporan”.

5 In matematic si in logica matematicé, ,,algebra booleand” reprezintd o ramura a algebrei care diferd de alge-
bra ,,consacratd”, in primul rand prin faptul ca, valorile variabilelor sunt valorile de adevar - adevarat si fals , de
obicei notate cu 1 si O - in timp ce n algebra elementara valorile variabilelor sunt numere, iar in al doilea rand, al-
gebra booleana foloseste operatori logici precum conjunctia ( Si ), notata cu A , disjunctia ( SAU ), notata cu Vv ,
si negatia ( NU ), notata cu — . Algebra ,,clasica”, pe de altd parte, foloseste operatori aritmetici precum adunarea,
Inmultirea, scaderea si impartirea.

Prin urmare, algebra booleana este o modalitate formala de a descrie operatiile logice Tn acelasi mod in care al-
gebra elementara descrie operatiile numerice.

Oricum — revenind - ,,Algebra booleana” a fost propusa de catre domnul George Boole 1n lucrarea domniei sale
,» The Mathematical Analysis of Logic” — publicata in 1847 in Anglia. la Cambridge de catre editura ,,Macmillan,
Barclay, and Macmillan” si ulterior detaliata Tn ,,An Investigation of the Laws of Thought” in 1854 publicata la
Londra, de ,,Walton and Maberly” si co-publicata la Cambridge de ,,Macmillan & Co”.

6 Cu o vechime de 20.000 de ani, a fost supranumit ,,cel mai vechi instrument matematic al omenirii”, cel putin
conform celor sugerate de catre domnul Dirk Huylebrouck, in lucrarea domniei sale ,,Africa and Mathematics -
From Colonial Findings Back to the Ishango Rods” — publicata tn 2019 la ,,Springer Nature Switzerland AG” - in
capitolul ,,Missing Link”, printre paginile 153 si 166.

Desi — de fapt - istoria uneltelor gravate e mult mai lunga, spre exemplu, ,,Osul de lup” din Cehia are 26.000 de
ani, iar osul ,,Lebombo” din Africa de Sud depaseste 40.000 de ani.

Dar, in acest context nu voi insista asupra acestui detaliu.

7 ,In baza 60” adicd, precum acela incé folosit - intr-o forma modificata - pentru méisurarea timpului unghiuri lor
si coordonatelor geografice .

Iar, cifrele cuneiforme foloseau zece ca sub-baza, n stilul unei notatii ,,semn-valoare”, in care o cifra sexagesi-
mala era compusa dintr-un grup de semne ,inguste”, reprezentand unitati de pana la noua si un grup de semne
»late”, reprezentand pana la cinci zeci. Iar, valoarea cifrei era reprezentata — pur si simplu — ,,aditiv”, adica de suma
valorilor partilor sale componente.

Unde, o abia mentionata ,,notatie semn-valoare” reprezinta numerele folosind o secventd de numerale, fiecare
reprezentand o cantitate distinctd, indiferent de ,,pozitia lor in secventa in care sunt reprezentate”.

Asa incat — desi desigur, conventiile ar fi putut fi diferite - pozitia unui semn nu influenta valoarea unui numar
astfel reprezentat.
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Egiptenii cu circa 2000 Tnainte de Isus Hristos utilizau deja un soi de sistem decimal, in care
fiecare simbol era repetat de céte ori era necesar®, dar fara zero - conceptul de ,,nimic” ne-reprezin-
tand altceva decat ,,nimic”.

Zero nu era recunoscut ca numar’.

Desi, tot babilonienii promovau deja un ,,simbol pentru absenta”, ca pe un soi de precursor
al lui 0 — de fapt foloseau un ,,marcaj” cu un ,,simbol” pentru ,,absenta a ceva”. Doar ca, nu putea fi
folosit in calcule, Intrucat nu concepeau ,,operatii cu «nimic»”.

Si mai mult chiar era folosit doar ca simbol ,,median”, adica in mijlocul unei succesiuni de
cifre diferite prin care trebuia sa se reprezinte un numar. Precum spre exemplu, pentru a diferentia
numere precum 201 si 21. Iar, Tn masura in care existenta sa putea fi dedusa din context, era pur si
simplu, ignorat.

Apoi, In antichitatea greacd, pitagoreenii au atribuit numerelor naturale semnificatii mistice,
asociindu-le cu forme geometrice'®. Numararea era inteleasd ca o succesiune implicit acceptata de
elemente identice, iar infinitul era tratat precum ar reprezenta o ,ciuddtenie”, un concept care ar
conduce la paradoxuri si contradictii - asa precum de altfel au si demonstrat prin ,,paradoxurile lui

Zenon''”,

8 Cu alte cuvinte ,,nepozitional” precum este actualmente cel tot — decimal — contemporan.

Deci — pur si simplu - aveau simboluri diferite pentru 1,10,100,1.000,10.000,100.000, ,,1 milion, sau multe” pe
care le repetau succesiv, de cate ori era necesar.

9 Desi, cel putin aparent, simbolul ,,nefer” simbolizand In principiu ,,bun”, ,,complet”, , frumos” mai era aparent
folosit si in Tnca doua posibile interpretari, ntrucat intr-un papirus in care se enumerau ,,cheltuielile de judecata”,
datat cu aproximativ 1740 Tnainte de Hristos, acesta indica un ,,sold zero”.

Iar, atat Intr-un desen de pe ,,piramida din Meidum” cat si deopotriva in alte situri de acest soi, tot ,,nefer” era
folosit pentru a indica nivelul solului, Tnaltimea si adancimile fiind masurate ,,deasupra neferului” sau in masura in
care era cazul, ,,sub nefer”, in timp ce, conform celor sugerate de catre domnul Carl Boyer, un act descoperit la
Edfu continea un concept privitor la ceea ce ar putea reprezenta zero, pentru a descrie geometric o anumita valoare
a unei magnitudini.

Desigur, ambele perspective fiind cel putin conforme cu cele sugerate de catre domnul George Gheverghese
Joseph, 1n lucrarea domniei sale ,, The Crest of the Peacock: Non-European Roots of Mathematics” publicata la
Princeton University Press in 2011.

10 De fapt, domnul Pitagora — cel putin aparent — promoa perspectiva prin care s-ar putea accepta faptul ca, nume-
rele n sine explicau adevarata natura a Universului.

in cultura greacd, in vremea lui Pitagora, numerele erau exclusiv ,naturale” - adici numere intregi pozitive si
lipsite de orice accept pentru vreun soi ,,zero”. Dar, spre deosebire de contemporanii lor, filosofii pitagoreici repre -
zentau numerele grafic, nu simbolic ori pur si simplu prin litere.

Asa 1ncat, foloseau puncte, cunoscute si sub numele de ,,psiphi” - pietricele), pentru a reprezenta numerele in
triunghiuri, patrate, dreptunghiuri si pentagoane, ceea ce — cumva - le permitea o intelegere vizuala a matematicii si
permitea o explorare geometrica a relatiilor numerice.

11 ,Paradoxurile lui Zenon” - din Elea, din secolul V de dinainte de Isus Hrhristos, discipol al lui Parmenide -
sunt printre altele consacrate tocmai pentru modul In care pun sub semnul intrebarii, atat posibilitatea existentei
H»miscarii”, ,,pluralitatii” cat si a ,,divizarii intregilor in parti infinit de mici”.

Asa Incat:

1. ,Ahile si broasca testoasa”:

Abhile, un alergdtor — rapid - se intrece cu o broasca testoasa - lenta. Pentru a-i oferi o sansa, Ahile 1i da testoase
un avans. lar, domnul Zenon sugereaza ca Ahile nu va ajunge niciodata din urma broasca testoasd, Intrucdt acesta
trebuie mai Intdi sa ajunga in punctul Tn care a plecat broasca testoasd. Doar ca, In acest timp, broasca testoasa a
parcurs deja o distanta mai mica. Pentru a acoperi aceasta noud distantd, Ahile trebuie sa ajungd in noul punct, dar
n acest timp broasca testoasa a parcurs o alta distantd, chiar mai mica.
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Si toate acestea in timp ce, in India, conceptul de ,,shunya” — vid - a aparut in texte vedice ca
o posibila perspectiva filosofic definibila si domnul Aryabhata — cam cu 500 de ani dupa Isus Hris-
tos - a promovat un sistem de numarare proto-,,pozitional”, in care cifra zero ... inca nu avea un sta-
tut bine determinat'?.

Desi, Intr-un manuscris antic, scris pe scoartd de mesteacan, descoperit Tn 1881 in satul
Bakhshali, se poate remarca folosirea unui sistem de numere cu valori pozitional indicate, Tn care un
punct desemna ,,zeroul”. Iar, acel punctul era numit shunya-sthana ,,loc gol”. Cu toate ca, tot acelasi
,»,simbol” era folosit si Tn expresiile algebrice pentru o variabila necunoscuta, cam cum s-ar folosi
,X”-ul In algebra contemporana®.

Iar, ,,0” va apare ceva mai tarziu, la aproximativ 628 de ani dupa Isus Hristos, cand domnul
Brahmagupta il promoveaza in ,,Brahmasphutasiddhanta”'* ca numar cu proprietdti aritmetice:

Si cum acest proces se repeta la infinit, Tmpartind distanta In segmente din ce in ce mai mici, domnul Zenon
concluzioneaza ca, de vreme ce existd un numar infinit de puncte de parcurs, Ahile nu va ajunge niciodatd din urma
broasca testoasa.

2. ,,Dihotomia”:

Pentru a se ajunge la o destinatie, trebuie mai Intdi sd se parcurga jumatate din distanta, apoi trebuie sa se par-
curgad jumatate din distanta ramasa si tot asa mai departe, pana la infinit.

Asa ncat, oricat de mica ar fi distanta, Intotdeauna poate fi Impartita In doua parti — eventual egale. lar,
pentru a putea fi parcursa, trebuie sa parcurga un numar infinit de ,,parti”, ceea ce ar fi imposibil Intr-un interval de
timp - finit. Si astfel, ,,miscarea” este o iluzie.

3. ,,Sageata”

Orice sageata aflata in zbor este, Tn orice moment dat, intr-o stare ,,statica”.

Asa ncdt, domnul Zenon a sugerat ca timpul este compus dintr-o serie de momente discrete, ,inghetate” — ori
cualte cuvinte, dintr-o succesiune de ,,staze”.

Si cum Intr-un anumit moment, o sageata aflata In zbor ocupa un spatiu egal cu ea Tnsasi, s-ar putea acceta fap -
tul ca, de fapt ,,sta”. Iar, cum acest fapt este valabil pentru fiecare moment din zborul acesteia, ,,sageata trebuie sa
stea pe toata durata evolutiei sale”.

Doar ca, de fapt, seria infinitd de ,jumatati” de distanta — precum ar fi: ,,1/2+1/4+1/8+ ... si asa mai departe” -
este o serie convergentd, a cirei suma este egald cu 1. Intrucat - ceea ce probabil doar in proprie-mi perspectiva ar fi
putut si domnul Zenon sa-si fi imaginat - daca un patrat este pur si simplu taiat succesiv in 2 jumatati, iar apoi una
dintre acestea este tdiata Tn alte 2 jumatati, iar apoi una dintre acestea este taiata in alte 2 jumatati, chiar daca s-ar
Tmpartii acel patrat in ,,infinit de multe jumatati”, acestea daca ar fi reunite tot un patrat ar forma.

Si mai mult chiar, orice forma geometrica indiferent Tn cate parti ar fi Tmpartita, tot aceeasi forma va
reprezenta, prin re-unirea acestora.

Si astfel, ,,orice suma infinita de termeni care ar putea reprezenta chiar si o valoare infinit de mica” poate avea
o ,,valoare finita”, ceea ce conduce la infirmarea tuturor celor astfel sugerate de catre domnul Zenon.

Dar, asupra altor detalii asociate acestor soiuri de paradigme acceptive, in acest context, nu voi insista.

12 in 499 domnul, Aryabhata a conceput un sistem de numere pozitionale, folosind consoane sanscrite pentru nu-
mere mici si vocale pentru puterile lui 10.

Asa incat, folosind acest sistem, numerele de pana la un miliard puteau fi exprimate folosind fraze scurte, dar
care, Tntrucat producea fraze destul de ... impronuntabile, a fost abandonat, desi aparent principiul sistemului de nu-
mere pozitionale i-a inspirat pe post-cursorii domniei sale.

13 Cel putin conform celor sugerate n ,,Number Words and Number Symbols: A Cultural History of Numbers” de
catre domnul Karl Augustus Broneer — in lucrarea domniei sale, publicatd la M.I.T. Press, in 1969.
14 Una dintre lucrarile domniei sale in care, printre altele, instituie reguli pentru manipularea numerelor negative

si pozitive, aldturi de o metoda de calculare a raddcinilor patrate si mai multe metode de rezolvare a ecuatiilor linia-
re ori patratice plus cateva reguli pentru insumarea seriilor alaturi de ,,identitdti” si cateva ,,teoreme”.
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Spre exemplu — Tn acest abia mentionat context discursiv — domnia sa mentioneaza ca suma
unui numadr pozitiv si a unui numar negativ este diferenta lor iar, daca sunt egale, zero si totodata ca,
scaderea unui numar negativ este echivalenta cu adunarea unui numar pozitiv ori ca, ca produsul a
doud numere negative este pozitiv.

Doar cd, unele dintre propunerile privitoare la fractii difera de acelea agreate prin sistemati-
zarea moderna al numerelor rationale .

Spre exemplu, prin reglementarile propuse de catre domnia sa, s-ar putea accepta, ca:

Un numar pozitiv sau negativ, impartit la zero, este o fractie cu zero ca numitor.

Zero Tmpartit la un numar negativ sau pozitiv este fie zero, fie este exprimat ca o fractie cu
zero ca numarator si cantitatea finita ca numitor.

Zero Tmpartit la zero este zero."

Totusi, in secolul al XII-lea, domnul Bhaskara al II-lea, in Lilavati — tratatul domniei sale
despre matematica a sugerat - ca, impartirea la zero ar trebui sa aiba ca rezultat o cantitate infinita.

O cantitate Impartita la zero devine o fractie al carei numitor este zero.

Aceasta fractie se numeste cantitate infinita.

Tn aceasta cantitate constand din ceea ce are zero ca divizor, nu existd nicio modificare, desi
multe pot fi addugate sau extrase; asa cum nicio schimbare nu are loc iTn Dumnezeul infinit si imua-
bil atunci cdnd lumi sunt create sau distruse, desi numeroase ordine de fiinte sunt absorbite sau
scoase la iveald'®.

Oricum — revenind - aceste idei au fost preluate in cultura araba prin matematicieni precum
domnul Al-Khwarizmi — la aproximativ 825 de anii dupa Isus Hristos'” - care a adoptat ,,sifr”*® -
zero - din sistemul de numeratie indian.

Precum — spre exemplu - ,Identitatea lui Brahmagupta”, prin care, domnia sa sugera ca, spune ca, dat fiind n,
produsul a doud numere de forma a?+nb? este el nsusi un numir de acea forma, adica:

(a®+nb2)(c*+nd*)=(ac—nbd)*+n(ad+bc)?
Respectiv ,,Teorema lui Brahmagupta’, prin care se afirma cd, daca un patrulater inscris Intr-un cerc are diago-
nale perpendiculare, atunci perpendiculara pe o latura din punctul de intersectie al diagonalelor Intotdeauna va im-

parti n exact doua parti egale, latura opusa.

Dar, asupra acestor detalii, nu voi insista.

15 Conform, cel putin celor sugerate in ,, The Nothing that Is: A Natural History of Zero” , lucrarea domnului
Robert Kaplan, publicata la Oxford University Press, in 1999 — printre paginile 68 si 75.
16 Confirm cel putin celor sugerate de catre domnul Rahul Roy, in articolul domniei sale ,,Babylonian Pythagoras’

theorem, the early history of zero and a polemic on the study of the history of science”. Publicat in ,,Reson” in
volumul 8, printre paginile 30 si 40, in 2003.

17 Cel putin conform celor sugerate 1n ,,Al-Khwarizmi: the inventor of algebra”, lucrarea domnului Corona Brezi -
na, publicata la ,,New York - Rosen Pub. Group” in 2006.
18 In perioada pre-islamicd, cuvantul ,,sifr” - arabd 4. - avea sensul de ,,gol”. Dar, a evoluat pentru a Insemna

zero, atunci cand a fost folosit pentru a traduce ceea ce In sanscritd reprezenta ,,vid” $tinya - [ .

Cel putin conform celor sugerate 1n ,,Annual Report of the Board of Regents of the Smithsonian Institution:
Showing the Operations, Expenditures, and Condition of the Institution”, publicat de ,,Smithsonian Institution -

U.S. Government Printing Office”, In 1903, la pagina 518.
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Iar, in Europa'®, domnul Fibonacci la 1202 ani dupa Isus Hristos a promovat zero si sistemul
decimal prin ,,Liber Abaci”®, doar ca, numerele naturale rimaneau definite intuitiv, ca numere ,,nu-
marabile”: 1, 2, 3 si asa mai departe.

Si mai mult chiar, Tn ceea ce priveste ,,infinitul”, acesta a fost descris cu precadere in contex-
te ,teologiste” - spre exemplu, domnul Al-Ghazali 1l promova ca pe un soi de ,,potential divin” — in
timp ce, Tn acelea ,,matematiciste” a ramas doar vag descris.

Pentru ca, incepand din secolele XVI-XVIII, matematicienii - precum domnii Descartes si
Newton - sd integreze numerele naturale atat in algebra cat si In calcule infinitezimale, desi
definitiile lor ramaneau — inca - ,,intuitive”.

Si desi - Intre timp - existenta lui ,,0” fusese pe deplin acceptatd, acesta nu era inca conside -
rat: ,,numar natural cu drepturi depline”. Iar ,infinitul” aparea Tn descrierea unor ,serii” si a unor
,limite”, dar fara a beneficia de o teorie formald, care sa-i sustenteze existenta ori proprietdtile.

Iar — Tn cele din urma - in secolul XIX, Tn 1861, domnul Hermann Grassmann - 1n lucrarea
domniei sale ,,Lehrbuch der Arithmetik fiir héhere Lehranstalten®'”, in 1861 - a propus o definitie
recursiva a numerelor, generate prin adaugare succesiva de ,,unitdti”, domnul Richard Dedekind - Tn
1888 in lucrarea domniei sale ,,Was sind und was sollen die Zahlen?”*- le-a definit ca si cum ar al-
catui un sistem ordonat, prin care, pornindu-se de la ,,1” si aplicandu-se un ,succesor”, inductiv s-ar
putea ajunge pana la ,,infinit”, iar domnul Gottlob Frege le-a abordat logic, definind N ca clasa mul-
timilor cu n elemente. Doar ca, aceasta definitie era complexa si depindea de o ,,teorie multimilor”.

Apoi, domnul Georg Cantor a revolutionat toate acestea propunand o ,,teorie a multimilor”
in care erau acceptate cardinalitati infinit de mari — cel putin - pentru ,,multimile numerelor” de ori-
ce soi®.

Deci - 1n acest ancadrament acceptiv - domnul Giuseppe Peano a propus in 1889 ,, Arithmeti-
ces Principia Nova Methodo Exposita” — cu alte cuvinte, ,,Principiile aritmeticii

19 Cel putin conform celor sugerate n ,,The Universal History of Numbers: From Prehistory to the Invention of
the Computer”, lucrarea domnului Georges Ifrah, publicata la ,,John Wiley & Sons Inc” in 2000.

20 Din latina ,,Cartea Calculului”, reprezinta o lucrare despre matematica - scrisa In latina, desigur — de catre
domnul Leonardo de Pisa, cunoscut postum drept ,,Fibonacci”.

21 Publicata initial 1a Berlin, la ,,Verlag von T. C. F. Enslin - Adolph Enslin)”

22 Publicata initial la Braunschweig, in Germania la ,,Friedrich Vieweg und Sohn”.

23 De fapt, domnul Georg Cantor a revolutionat — probabil - toatd matematica prin dezvoltarea teoriei multimilor,

in special prin lucrarea domniei sale ,,Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre” - publicata in 1883 la
Leipzig, de ,,B.G. Teubner” - in care a propus conceptul de cardinalitate — de numadr al elementelor - pentru multimi
infinite si demonstrand ca exista diferite tipuri de infinit. Spre exemplu, cardinalitatea multimii numerelor naturale
— desi infinita - fiind strict mai mica decéat cardinalitatea numerelor reale — ,,infinit mai mare” decét aceea a numere-
lor naturale.
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prezentate Tntr-o noua metoda” - astfel propunand pentru aritmetica ceea ce cu mult timp mai Tnain-
te, domnul Euclid prin ,,Elementele”* domniei sale oferise geometriei: un sistem axiomatic concis,
capabil sa sustina intreaga constructie a numerelor naturale.

Si oricum, importanta lucrarii domniei sale nu o constituie doar propriile-i axiome prin care
fondeaza multimea abia mentionatelor numere ori definirea functiei ,,succesor” si unicitatea rezulta-
tului acesteia sau faptul ca 1 — desi in unele sisteme moderne se incepe de la 0 - nu este succesorul
nici unui numar ci — nicidecum in cele din urma - ,,principiul inductiei”.

Iar, elementul de noutate care o defineste nu rezida doar in continut, ci tocmai n forma aces-
teia, sustentata de un simbolism logic sistematic, articulat intr-o limba latina deliberat de-,,persona-

24 »Elementele - Tn original: Xtoela, Stoicheia - lui Euclid” reprezinta una dintre cele mai influente si cele mai
importante carti din istoria matematicii si a stiintei, un tratat matematic compus din 13 carti, propus desigur, de ca-
tre domnul Euclid din Alexandria, cu aproximativ 300 de ani inainte de Isus Hristos.

Iar, opera domniei sale a servit drept principalul manual de geometrie si logica pentru mai bine de 2000 de ani,
a fost una dintre cele mai vechi lucrari matematice tiparite dupa inventarea tiparului.

Si s-a estimat a fi a fost a doua dupa Biblie, In ceea ce priveste numarul de editii publicate de la prima tiparire
din 1482 — cel putin asa precum au sugerat doamna Uta B. Merzbach si domnul Carl B. Boyer, in capitolul ,,5: Eu-
clid of Alexandria”, in lucrarea domniilor lor ,,A History of Mathematics”, in a treia editie publicata la ,,John Wiley

& Sons”, In 2010, printre paginile 90 si 108.


https://esteticademersurilorinutile.com/
https://esteticademersurilorinutile.com/

.t‘ - esteticademersurilorinutile.gmail.com
esteticademersurilorinutile.com

lizata”*, domnia sa astfel dorind sd elimine ambiguititile si sa facd cat mai ,,formalizabile” forma-
lismele logice.

Asa incat, Tn acest context, lucrarea domniei sale a devenit punctul de plecare al perspective-
lor care — ulterior - 1i vor transcende propriile-i propuneri:

,Logicismul” — propus de catre domnii Frege, apoi Bertrand Arthur William Russell si Al-
fred North Whitehead presupunea reducerea aritmeticii la logica pura.

Iar, pentru acesta ,,axiomele peanoiene, formulate intr-un limbaj — cat se poate de - logic, au
furnizat atat material de re-constructie a continutului minimal al aritmeticii, cat si instrumentul nota-
tional fara de care toate acestea ar fi evoluat intr-o maniera probabil mai putin formala.

,Formalismul” — propus prin perspectiva domnului David Hilbert, In care matematica repre-
zenta — cumva - un ansamblu de ,,jocuri cu semne” guvernate de axiome si reguli, in care probleme-
le consistentei sistemice devin fundamentale.

25 ,Latino sine flexione” - sau ,,Interlingua de Academia pro Interlingua” - reprezinta un proiect sistematic prin
care s-a dorit crearea a ceea ce de fapt s-a dorit a reprezenta ,,un limbaj stiintific universal”, conceput sub coordona-
rea domnului Peano, intre anii 1887 si 1914.

De fapt, 1n articolul ,,De Latino Sine Flexione, Lingua Auxiliare Internationale” - publicat in 1903 in Revue de
Mathématiques in ,,Tomo VIII, pp. 74-83”, publicat la ,,Fratres Bocca Editores: Torino” - domnul Peano fundamen-
teaza aceasta perspectiva sustentand-o pe observatiile domnului Leibniz privind posibilitatea simplificarii limbii la-
tine si — In acest context - dezvoltdnd conceptul Intr-un sistem coerent si aplicabil.

Si —1n acest context - in 1908, domnia sa devine membru si director al ,,Akademi internasional de lingu uni-
versal” - care se transforma in 1909 in ,,Academia pro Interlingua” — institutie care devine platforma prin care se
dezvolta si se standardizeaza acest soi de formalism lingvistic, prin intermediul publicatiei oficiale ,,Discussiones”
— publicata intre anii 1909 si 1913.

Asa ncat, principale particularitati ale ,,Latino sine flexione” erau reprezentate, de:

Lipsa flexiunilor gramaticale - cuvintele nu isi schimbau terminatiile n functie de caz, numar sau functia gra-
maticala

Ordinea fixa a cuvintelor - de obicei subiect-predicat-complement direct, similar limbilor romanice moderne

Vocabular simplificat — intrucat folosea radacini latine dar elimina formele neregulate

Absenta genului gramatical — prin renuntarea la sistemul complex de definire a genurilor din ,latina clasica”

Conjugare minima - verbele aveau forme foarte simple si regulate

Spre exempluy, In loc de posibilitatea de a se propune In clasica maniera latineasca:
»2Malum pulchrum est”

In care ,,malum” reprezinta cazul nominativ neutru, iar ,,pulchrum” se acorda in gen neutru cu acesta, si ,,est”
este forma conjugata a verbului ,,a fi”, ,Latino sine flexion”-ian s-ar putea — pur si simplu - propune:

,Malo es pulchra.”

Asa Incét, ,,malo” ramane neschimbat - ,,fara flexiune de caz”, ,,es” este forma simplificata, neconjugata a ver-
> ]
bului ,,a fi”, In timp ce, ,,pulchra” ramane in forma de baza, fara ,,acordul de gen”.

Iar, domnul Peano credea ca acest soi de simplificari ar face latina accesibila ca limba internationala moderna,
pastrand 1n acelasi timp mostenirea ei academica si stiintifica.

Oricum, desi aceastd perspectiva a suscitat un oarecare interes academic - si nu numai cd a fost chiar folosita in
publicatii matematice pentru o vreme si conjunctural, s-au propus si versiuni alternative — dar, in cele din urma, nu
a reusit sa fie — pe deplin - adoptata.
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Asa incat, aritmetica peaniana ,,functioneaza” in acest context ca exemplul canonic de sis-
tem deductiv finit, asupra caruia poate fi aplicat orice sistem meta-matematicist.

HIntutionismul” initiat de catre domnul Luitzen Egbertus Jan Brouwer prin care domnia sa
contestd legitimitatea ,,principiului tertului exclus” si a ,,existentelor neconstructive”, dar care isi
defineste pozitia printr-un soi de dialog paradigmatic peano sustenabil, chiar si cand respinge unele
metode clasice, Intrucat — tot - accepta nucleul constructiv al aritmeticii finite, bazat pe inductie si
recursii primitive.

Ulterior, formalizarea logicii si aritmeticii intuitioniste promovata de catre domnul Arend
Heyting ofera o contra-perspectiva celei peanoiene, dar una care ramane calibrata pe aceeasi para-
digma mai mult ori mai putin formal deja propusa de catre domnul Peano.

26 Principiul tertului exclus - ,,Principium tertii exclusi” ori ,,Legea mijlocului exclus” este unul dintre principiile
fundamentale ale logicii clasice, astfel ,,formulabil”:

,Pentru orice propozitie P, este adevarata fie P, fie negatia sa —=P. Nu existd o a treia posibilitate. «Tertium non
datur”, cu alte cuvinte, cale de mijloc nu exista”.

Ori Intr-o notatie - ceva - mai contemporana: P v -P
Deci: ,,Doar P sau non-P este Tntotdeauna adevarata”.
Precum, spre exemplu:

,»INumadrul 2 este par sau nu este par.”
»Ploua sau nu ploua.”

Oricum — revenind - in logica peanoiana principiul este implicit acceptat in sistemul sdu axiomatic, doar ca,
»constructivistii” 1l resping si considera ca o propozitie este adevarata doar daca poate fi - camva - ,,construita”.

Iar, logicienii ,intuitionistii constructivisti” — precum domnii Brouwer ori Arend Heyting repudiaza explicit
acest principiu.

Oricum, diferenta esentiala dintre logica constructivista si cea intuitionista stiintifica, std tocmai n felul in care
fiecare priveste si defineste adevarul matematic si existenta obiectelor — matematice, in acest caz.

Constructivistii sustin ca pentru a demonstra existenta unui obiect matematic, trebuie sa se construiasca efectiv
acel obiect sau sa se furnizeze o metoda concreta pentru a-1 construi. Si nu e suficient doar sa se demonstreze ca o
contradictie ar aparea daca acel obiect nu ar exista. Asa Incat, resping legea tertului exclus — adica faptul ca o pro-
pozitie este fie adevarata, fie falsa - argumentand ca, pentru o propozitie, este posibil sa nu avem nici o demonstra-
tie a adevarului, nici o demonstratie a falsitatii sale.

Intuitionistii - Intr-o perspectiva oarecum sinoptica - promoveaza forma specificd de logica constructivista,
sustindnd ca obiectele matematice existd doar ca produse ale mintii umane. Asa Incat, un obiect matematic nu are o
existenta independenta de mintea creatorului sau. lar, adevarul unei propozitii matematice este stabilit prin fie prin
»evidenta sa” mentala, fie printr-o demonstratie.

Asa Incat, ,intuitionismul” este o ramura a constructivismului.

Si fiecare intuitionist este un constructivist, dar nu fiecare constructivist este un intuitionist.

Principala diferenta constand in faptul cd, In timp ce constructivistii se concentreaza pe necesitatea unei con-
structii explicite, intuitionistii se bazeaza pe activitatea mentald - sau pe intuitie - ca sursa finala a realititii matema -
tice.

Spre exemplu, unii ,,constructivisti” pot accepta principiul ori legea tertului exclus - In anumite contexte - in
timp ce absolut toti ,,intuitionistii” le resping categoric.
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Prin urmare, ,,Arithmetices Principia” nu reprezinta doar o ,lista de axiome”, ci un etalon
metodologic care catalizeaza trei raspunsuri majore — divergente - la aceeasi intrebare despre teme-
iul adevarului matematic: reducere logica, inchidere formald, reconstructie constructiva.

Iar, Tn toate cele trei — abia sugerate - contexte, aritmetica peanoianad este fie punct de plecare
— precum pentru ,logicism sau formalism” fie referinta critica — precum pentru ,,constructivism” ori
pentru ,intuitionism”.

Oricum — revenind - ,,Aritmetica Peano” reprezinta — probabil doar ,,in primul rand” - un sis-
tem axiomatic dezvoltat pentru construirea numerele naturale

Si desi domnia sa probabil nicidecum nu a intentionat, chiar in cea mai perspectiva ,,con-
=»

structivista” — totusi - acest soi de paradigma ,,aritmeticista” reprezinta un soi de ,,constructie” Tntru-
cat — indiferent din ce perspectiva ar fi privita - se bazeaza pe ,,pasi” expliciti si recursiv promovati.

De fapt, un soi de ,,re-constructie”. Intrucit cel putin in proprie-mi perspectivd domnia sa a
»fundat o constructie deja construita”. Dar, asupra acestui detaliu, Tn acest context, nu voi insista. Ci
voi reveni Intr-un ancadrament dedicat.

De fapt — revenind - Tn perspective constructiviste, inductiv privind, ,,nici o proprietatea nu
existd cu adevarat «pana la infinit»”, ci doar pentru orice element — precum ,,k” spre exemplu —
pentru care ,,oricand se poate construi o dovada pentru P(k) prin aplicari finite ale pasului inductiv.

Si mai mult chiar, desi Tn acceptiuni ,,matematicist clasiciste” se folosesc principii non-con-
structive - precum spre exemplu: ,ori P, ori nu P”, iar constructivist privind, asa ceva nu prea este
posibil, prin Aritmetica Peano — probabil exclusiv in perspectiva constructivista - pornind de la 1, se
ofera o fundatie solida pentru ,,orice s-ar putea reprezenta prin matematica”.

Asa ncat, Tn acest context, am privit perspectivele peanoiene printr-o perspectiva ,,construc-
tivista”, prin care numerele sunt prezentate ca si cum ar fi fiind construite pas cu pas, incepand de la
1, prin operatii recursive.

De fapt — cel putin astfel ,,privind” - nu s-ar presupune ca acestea — cel putin cele naturale -
ar exista ,,deja” ca un multime infinita data, ci sunt construite, pornindu-se de la un element de baza,
notat de obicei cu 0 uneori 1 — in chiar acest caz - prin aplicarea unei functii ,,succesor” pentru a se
genera urmatorii termeni.

Asa Tncat — pur si simplu:

Daca n este un numar natural, atunci S(n) — adica: abia mentionata functii ,,succesorul lui
n” - este un numar natural.

Astfel creandu-se secventa: 0, S(0) = 1, S(S(0)) = 2, S(S(S(0))) = 3 si asa mai departe.

Sau — precum Tn acceptiile peanoiene 1, S(1) = 2, S(S(1)) = 3, S(S(S(1))) = 4 si asa mai de-
parte.

Asa incét, fiecare numar este construit finit, prin aplicari succesive ale lui S.

11
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Iar, In acest context ,,operatiile” sunt definite recursiv, ceea ce se potriveste perspectivelor
constructiviste, intrucat — pur si simplu - fiecare valoare este calculata pas cu pas, astfel incat:

Adunarea (+):

Cazul de baza: m + 1 = S(m)

Pasul inductiv: m + S(n) = S(m + n)

Precum spre exemplu:

Pentru a calcula 2 + 3:

2+3=2+S(2)=S(2+2)=S(S(2 + 1)) = S(S(S(2))) = S(S(S(S(1)))) = 5.

Asa incat, fiecare pas reprezinta o ,,constructie” explicita.

Inmultirea (x):

Cazul debaza: mx1=m

Pasul inductiv: m x S(n) = m + (m X n)

Precum, spre exemplu:

3x2=3+3x1)=3+3=S(5(503))) = S(S(S(S(S(S5(1)))))) = 6.

Deci — si in acest caz - fiecare pas reprezintd o ,,constructie” explicita.

Iar, celelalte operatii - precum scaderea sau diviziunea — care nu sunt ,,complet Inchise” in
multimea numerelor naturale — Intrucat spre exemplu, 2 — 3 = - 1, iar ,,-1” nu este nicidecum un nu-
madr natural — nu sunt astfel definite, dar constructivist privind, pot fi definite chiar iIn momentul in
care astfel de ,,constructii” au sens.

Oricum - revenind - aproape ,,toata aritmetica peanoeana” se fondeaza pe ,,Principiul Induc-
tiei Constructive” — si de altfel, tot ,constructivist privind” reprezinta un concept acceptabil,
Intrucat implica succesiuni absolut succesiv ordonate de constructii.

Asa Tncat:

Pentru orice proprietate P(n) care poate fi ,, constructiv definita” - adica, decidabila sau cu
dovada explicita:

Daca P(1) este adevarat — in ,,cazul de baza”.

Si daca, pentru orice n, daca P(n) cu adevarat exista, atunci P(S(n)) cu adevarat exista - ,,pa-
sul inductiv”.

12
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Atunci, pentru orice numar natural k, P(k) este adevarat.

Si atunci:

»ARITHMETICES PRINCIPIA
NOVA METHODO EXPOSITA
A

IOSEPH PEANO

in R. Academia militari professore
Analysin infinitorum in R. Taurinensi Athenao docente.

[F, B, Labor et honor]

AUGUSTAE TAURINORUM

EDIDERUNT FRATRES BOCCA
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Regis bibliopolae

Romae Florentiae
Via del Corse, 216-217. Via Oerretani, 8.

1889

PRAEFATIO

Quaestiones, quae ad mathematicae fundamenta pertinent, etsi hisce temporibus a multis
tractatae, satisfacienti solutione et adhuc carent. Hic difficultas maxime ex sermonis ambiguitate
oritur.

Quare summi interest verba ipsa, quibus utimur attente perpendere. Hoc examen mihi propo-
sui, atque mei studii resultatus, et arithmeticae applicationes in hoc scripto expono.

Ideas omnes quae in arithmeticae principiis occurrunt, signis indicavi, ita ut quaelibet propo-
sitio his tantum signis enuncietur.

Signa aut ad logicam pertinent, aut proprie ad arithmeticam. Logicae signa quae hic occur-
runt, sunt numero ad decem, quamvis non omnia necessaria. Horum signorum usus et proprietas
nonnullae in priore parte communi sermone explicantur. Ipsorum theoriam fusius hic exponere no-
lui. Arithmeticae signa, ubi occurrunt, explicantur.

His notationibus quaelibet propositio formam assumit atque praecisionem, qua in algebra ae-
quationes gaudent, et a propositionibus ita scriptis aliea deducuntur, idque processis qui aequatio-
num resolutioni assimilantur. Hoc caput totius scripti.

Sique, confectis signis quibus arithmeticae propositiones scribere possim, in earum tractatio-
ne usus sum methodo, quam quia et in aliis studiis sequenda foret, breviter exponam.

Ex arithmeticae signis quae caeteris, una cum logicae signis exprimere licet, ideas signifi-
cant quas definire possumus. Ita omnia definivi signa, si quatuor excipias, quae in explicationibus
§1 continentur. Si, ut puto, haec ulterius reduci nequeunt, ideas ipsis expressas, ideis quae prius no-
tae supponuntur, definire non licet.

Propositiones, quae logicae operationibus a caeteris deducuntur, sunt Theoremata; quae vero
non, axiomata vocavi. Axiomata hic sunt novem (§1) et signorum, quae definitione carent, proprie-
tates fundamentales exprimunt.

In §1-6 numerorum proprietates communes demonstravi; brevitatis causa, demonstrationes
praecedentibus similes omisi; demonstrationum communem formam immutare oportet ut logicae
signis exprimantur; haec transformatio interdum difficilior est, tamen inde demonstrationis natura
clarissime patet.

In sequentibus § varia tractavi, ut huius methodi potentia magis videatur. In §7 nonnulla
Theoremata, quae ad numerorum theoriam pertinent, continentur. In §8 et 9 rationalium et irrationa-
lium definitiones inveniuntur.

Denique, in §10, Theoremata exposui nonnulla, quae nova esse puto, ad entium theoriam
pertinentia, quae cl.mus Cantor Punktmenge (ensemble de points) vocavit.
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In hoc scripto aliorum studiis usus sum. Logicae notationes et propositiones quae in num. II,
IIT et IV continentur, si nonnullas excipias, ad multorum opera, inter quae Boole praecipue, referen-
da sunt.

Boole:

The mathematical analysis of logic ... Cambridge, 1847.

The calculus of logic, Camb. and Dublin Math. Journal, 1848.
An investigation of the laws of thought ... London, 1854.

E. Schroder:
Der Operationskreis des Logikkalculus, Leipzig, 1877.

Ipse iam nonnulla quae ad logicam pertinent tractavit in praecedenti opera.
Lehrbuch der Arithmetik und Algebra ... Leipzig, 1873.

Boole e Schroder theorias brevissime exposui in meo libro calcolo geometrico ... Torino,
1888.
vide:

C. S. Pierce:
On the Algebra of logic; American Journal, III, 15; vII, 180.

Jevons:
The principles of science, London, 1883.

McColl:
The calculus of equivalent statements, Proceedings of the London Math. Society, 1878, vol.
IX, 9. vol X, 16.

Signum €, quod cum signo D confundere non licet, inversionis in logica applicationes, et
paucas alias institui conventiones, ut ad exprimendam quamlibet propositionem pervenirem.

In arithmeticae demonstrationibus usus sum libro: H. Grassmann, Lehrbuch der Arithmetik,
Berlin 1861.

Utilius quoque mihi fuit recens scriptum: R. Dedekind, Was sind und Was sollen die Zahlen;
BraunschWeig, 1888, in quo quaestiones, quae ad numerorum fundamenta pertinent, acute exami-
nantur.

Hic meus libellus ut novae methodi specimen habendus est. Hisce notationibus innumeras
alias propositiones, ut quae ad rationales et irrationales pertinent, enunciare et demonstrare possu-
mus.

Sed, ut aliae theoriae tractentur, nova signa, quae nova indicant entia, instituere necesse est.
Puto vero his tantum logicae signis propositiones cuiuslibet scientiae exprimi posse, dummodo
adiungantur signa quae entia huius scientiae representant.”

Cu alte cuvinte:
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TORINO
PUBLICAT DE FRATII BOCCA
Librari regali

Roma Florenta
Strada del Corso, 216-217. Strada Cerretani, 8.

1889

PREFATA

Problemele legate de fundamentele matematicii, desi tratate in zilele noastre de multi, Inca
nu au primit o solutie satisfacatoare. Aceasta dificultate provine Tn principal din ambiguitatea limba-
jului.

De aceea, este foarte important sa alegem cu atentie cuvintele pe care le folosim. Drept pen-
tru care mi-am propus acest exercitiu, iar rezultatele studiului meu, precum si aplicatiile aritmetice,
sunt expuse 1n aceasta lucrare.

Si am reprezentat toate ideile care apar in principiile aritmeticii prin semne, astfel incat fie-
care propozitie sa fie exprimata doar prin aceste semne.

Semnele apartin fie logicii, fie propriu-zis aritmeticii. Semnele logice care apar aici sunt in
numar de zece, desi nu toate sunt necesare. lar, utilizarea si proprietdtile acestor semne sunt explica-
te In parte in limbaj natural Tn sectiunea introductiva. Nu am dorit sa dezvolt aici Tn detaliu teoria
lor. Semnele aritmetice sunt explicate acolo unde apar.

Cu aceste notatii, fiecare propozitie capatd o forma si o precizie comparabile cu cele ale
ecuatiilor algebrice, iar din propozitiile astfel scrise se deduc altele, printr-un proces asemanadtor re-
zolvarii ecuatiilor. Aceasta este esenta intregii lucrari.

Astfel, dupa ce am stabilit semnele cu care pot exprima propozitiile aritmetice, am folosit n
tratarea lor o metoda pe care, deoarece ar putea fi aplicata si Tn alte domenii, o voi descrie pe scurt.

Din semnele aritmetice, Tmpreuna cu cele logice, se pot exprima idei pe care le putem defini.
Astfel, am definit toate semnele, cu exceptia a patru, care sunt explicate n paragraful §1. Daca, asa
cum cred, aceste semne nu pot fi reduse mai departe, ideile exprimate prin ele nu pot fi definite prin
idei presupuse a fi cunoscute anterior.
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Propozitiile deduse din alte propozitii prin operatii logice sunt numite ,,teoreme”; cele care
nu sunt deduse astfel le-am numit ,,axiome”. Aici existd noud axiome (§1) care exprima proprietati-
le fundamentale ale semnelor care nu au o definitie.

In paragrafele §1-6 am demonstrat proprietitile generale ale numerelor; pentru concizie, am
omis demonstratiile similare celor precedente; forma generala a demonstratiilor trebuie modificata
pentru a fi exprimata prin semne logice; aceasta transformare este uneori mai dificila, dar astfel na-
tura demonstratiei devine extrem de clara.

In paragrafele urmitoare am tratat diverse subiecte, pentru a evidentia mai bine puterea
acestei metode. Tn §7 sunt incluse citeva teoreme referitoare la teoria numerelor. In §8 si §9 se ga-
sesc definitiile numerelor rationale si irationale.

In sfarsit, In §10, am expus cateva teoreme pe care le consider noi, referitoare la teoria enti-
tatilor, pe care distinsul domn Cantor le-a numit ,,Punktmenge”*” - multime de puncte.

In aceastd lucrare m-am bazat pe studiile altora. Notatiile logice si propozitiile continute in
numerele II, IIT si IV, cu cateva exceptii, se raporteaza la lucrarile multora, Tn special ale lui Boole.

Boole?:

27 De fapt, domnul Cantor nu a folosit chiar termenul ,,Punktmenge” in lucrarile domniei sale.

Domnia sa a propus o serie de lucrari intitulate ,,Uber unendliche lineare punktmannichfaltigkeiten” — Intre anii
1879 si 1884 in ,,Mathematische Annalen.” - unde folosea termenul ,,Punktmannichfaltigkeiten” - varietati de punc-
te/multimi de puncte.

Asa incét, folosea termenul ,,Mannigfaltigkeit” - varietate/multime - pentru ceea ce actualmente numim ,,set”,
termenul german modern fiind ,,Menge”.

Deci, probabil domnul Peano a folosit expresia ,,Punktmenge” pentru a reprezenta cat mai expresiv conceptul
domnului Cantor. Iar, expresia — franceza - ,,ensemble de points” ar putea fi o traducere ceva mai fidela a acestuia,
desi nici aceasta nu este exact terminologia originala germana promovata de catre domnul Cantor.

Oricum, Tn acest context, domnia sa a promovat o teorie riguroasa a multimilor infinite de puncte, cu accent pe
cardinalitate si numere transfinite, distinctia Intre cardinalitatea multimii numerelor naturale si cea a numerelor rea-
le, punand bazele ,,ipotezei continuumului”, analiza multimilor derivate si a proprietatilor topologice ale ,,dreptei
reale” care au influentat topologia si analiza.

Asa ncat, altfel spus, a formulat fundamente pentru teoria multimilor, care — ulterior - au devenit esentiale pen-
tru matematica.

Iar, prin ,,Ipoteza continuumului”, formulata de catre domnul Cantor, se refera la cardinalitatea — altfel spus:
,marimea” - multimilor infinite si afirma ca: nu exista nicio multime a carei cardinalitate sa fie strict mai mare de-
cat cardinalitatea numerelor naturale si strict mai mica decat cardinalitatea numerelor reale. Si a ramas ... indecidab -
ila.

in timp ce — desigur — ,,dreapta reald” se refera la multimea numerelor reale, reprezentati ca o liniepur si sim -
plu infinita.

Dar, in acest context, nu voi insista asupra mai multor detalii.

28 ,»The Mathematical Analysis of Logic”, Cambridge, 1847 — lucrarea domnului George Boole, publicata la,
Cambridge: Macmillan, Barclay, & MacMillan; London: George Bell”, in 1847 - este lucrarea care a revolutionat
»logica”, marcand desprinderea de traditiile aristotelice bazata pe silogisme, domnia sa — de altfel - fiind primul lo-
gician care a aplicat cu succes metodele algebrice logicii, punand astfel bazele a ceea ce — desigur - actualmente se
reprezinta prin ,,algebra booleana si calculul propozitional”, in timp ce a inlocuit limbajul naturala cu simboluri ma-
tematice pentru a putea exprima relatii logice si a creat un sistem formal pentru manipularea conceptelor - in acest
context — implicate.

,»The Calculus of Logic” — lucrare publicata in ,,Cambridge and Dublin Mathematical Journal”, in volumul III
din 1848 printre paginile 183 si 198 - apartindnd tot domnului George BooleDa, lucrarea ,,The Calculus of Logic”
reprezinta o extindere a ideilor domniei sale propuse in ,,The Mathematical Analysis of Logic” in care rafineaza al -
gebra logica, introducand un sistem simbolic pentru a exprima si manipula propozitii logice folosind operatii alge-
brice.

Desigur, ambele lucrari prezinta perspective complementar sinoptice si formeaza nucleul algebrei booleene, in
timp ce, revenind:

,»An Investigation of the Laws of Thought” — publicata la ,,London - Walton and Maberly” in 1854 reprezinta o
dezvoltare a ,,algebrei booleene”, In care domnul Boole — desigur - formalizeaza logica deductiva si propune bazele
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, The Mathematical Analysis of Logic”, Cambridge, 1847.

,» The Calculus of Logic”, Cambridge and Dublin Mathematical Journal, 1848.
,»An Investigation of the Laws of Thought”, London, 1854.

E. Schréder®:

,Der Operationskreis des Logikkalculus”, Leipzig, 1877.

De fapt, el insusi a tratat deja unele lucruri care se refera la logica in:

29

teoriei probabilitatilor folosind metode algebrice.

Si este mult mai extinsa decét lucrarile anterior mentionate - aproximativ 400 de pagini - si este considerata un
alt fundament al ,,logicii matematice moderne”.

in ,Der Operationskreis des Logikkalkiils”, publicatd de cdtre domnul Ernst Schroder in 1877 la Leipzig, - la
Editura B.G. Teubner — domnia sa revizuieste in mod critic logica claselor abia propusa de catre domnul George

Boole, subliniind ideea dualitatii ntre ,,adunarea logica si iInmultirea logica” in timp ce propune o notatie mai clara
pentru operatiile logice si clarifica concepte precum subsumarea - incluziunea logica - si cuantificarea.

Asa Incat:

a. In cazul ,,adunarii logice” - OR, v, +-A v B = A sau B”, rezultatul este adevarat daca cel putin unul din-
tre A sau B este adevarat.

b. In ,,Inmultirii logice”- AND, A, x-A A B =,AsiB”, rezultatul este adevarat doar dacd ambele A si B sunt
adevarate.

Cu alte cuvinte, domnul Schroéder propune conceptul unui ,,cerc operational” — Operationskreis — prin care des-
crie modul n care operatiile logice v A sunt simetric relationate.

c. Legea idempotentei: A v B=AsiA A B=A.
d. Legea absorbtiei: A v (A A B)y=AsiAA(Av B)=A

Ceea ce conduce spre ceea ce actualmente reprezinta:
e: Dualitatea - ,,Legile lui De Morgan”, care sunt expresii ,,duale”:

1. ,Nu (A sau B)” = ,Nu A SI NU B” ori formal: -«(A v B)=-A A -B
2. ,Nu (AsiB)”=,NuASAU NU B” ori formal: (A A B)=-A v -B

Si totodata — asa precum abia am sugerat si probabil influentat de catre perspectivele domnului Charles San-
ders Peirce - domnia sa promoveaza in ancadrament boolean ,,subsumarea si cuantificarea”

De fapt, ,,subsumarea” reprezinta ,incluziunea logica”: A € B ori A este subsumata de B, altfel spus , Toate
elementele din A apartin si lui B”, precum spre exemplu: ,,filosofii C oameni”

Iar — tot Tn acest context - ,,cuantificarea” se refera la conceptele, pur si simplu atat denotate cat si reprezentate,
de: ,,v ” pentru ,,toate” si ,,3 ” pentru ,exista”.

Asa Incat, domnul Schréder a folosit ,,cuantificatori” pentru a exprima propozitii de tipul ,,pentru orice x, x are
proprietatea P” sau ,,exista un x astfel Incat x satisface R(x, y)” extinzand - astfel - algebra booleend, care era limi-
tata la operatii statice pe clase, fara a lua In considerare variabile individuale cuantificate.

Spre exemplu, domnia sa a dezvoltat o notatie pentru relatii binare, cum ar fi R(x, y) si a folosit cuantificatori
pentru a exprima afirmatii generale, pentru a putea exprima ,,pentru orice X, exista un y astfel incat x satisface rela-
tia R cu y” folosind o combinatie de operatii booleene si cuantificatori, ceea ce a anticipat logica de ordinul Intai
moderna.

Dar, nici asupra acestor detalii — Tn acest context — nu voi insista.
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,Lehrbuch der Arithmetik und Algebra”, Leipzig, 1873%.

Eu Tnsumi am tratat deja cateva aspecte - foarte pe scurt - legate de teoriile lui domnilor

Boole si Schroder, 1n anterioara mea lucrarea - ,,Calculo geometrico”, Torino, 18883

Vezi si:

C. S. Peirce:

On the Algebra of Logic, American Journal, III, 15; VII, 180*,
Jevons:

The Principles of Science, London, 1883%,

30

31

32

33

Iar, in ,,Lehrbuch der Arithmetik und Algebra: fiir Lehrer und Studirende” - publicata la ,,B. G. Teubner”, in
Leipzig, Tn 1873 - domnul Schrdéder deja promovase o abordare riguroasa a aritmeticii si algebrei, definind concepte
precum multimea, numerele cardinale si ordinale si operatiile algebrice fundamentale - adunare, scadere, inmultire,
impartire, ridicare la putere, extragere a radacinii, logaritmare. Si — aldturi de toate acestea - propunea un limbaj for-
mal pentru a clarifica operatiile matematice, discutand notiuni precum comparatia numerelor si utilizarea paranteze-
lor pentru a evita ambiguitatile.

in ,,Calcolo Geometrico secondo 1'Ausdehnungslehre di H. Grassmann, preceduto dalle operazioni della logica
deduttiva” — publicata la ,,Fratelli Bocca Editori”, in Torino, in 1888 — domnia sa a prezentat elementele de baza ale
calculului geometric si a dat definitii noi pentru lungimea unui arc si pentru aria unei suprafete curbe

De fapt, domnia sa promova si dezvolta ideile din ,,Ausdehnungslehre” - teoria extensiunii — deja propuse de
catre domnul Hermann Grassmann — si reprezentata de un sistem matematic care opereaza cu entitati geometrice
ntr-un mod analog algebrei numerice.

Asa Tncat, Tn acest context, domnul Peano expune ,,calculul vectorial” intr-o forma ,,pre-moderna”, ,,operatii
geometrice sistematice” analoge celor algebrice bazate pe numere, noi definitii pentru lungimea unui arc si aria unei
suprafete curbe cat si o metoda mai puternica decat geometria analitica clasica.

De fapt, domnul Peirce a publicat doua lucrari intitulate ,,On the Algebra of Logic” in American Journal of
Mathematics, prima In 1880 In volumul III, numarul 1, printre paginile 15 si 57 si a doua in 1885 in volumul VII,
numarul. 2, printre paginile 180 si 202, in care a extins algebra booleand, formalizand operatiile logice - conjunctie,
disjunctie, negatie - pentru a crea un sistem riguros bazat pe clase, a formulat o algebra a relatiilor, extinzand logica
dincolo de propozitii simple, permitand formalizarea relatiilor intre entitati, a dezvoltat conceptul de ,,principiu con-
ducator”, ca regula generala pentru validitatea inferentelor logice, punand astfel bazele unei abordari sistematice a
rationamentului, n timp ce, a propus termenul ,,cuantificator” si a dezvoltat logica predicatelor de ordinul intai, for-
malizand notiuni precum ,,toti” (V) si ,,exista” (3 ) esentiale pentru logica moderna - astfel promovand o notatie lo-
gica clara si eficienta si totodatd propunand principii pentru crearea simbolurilor logice care sa faciliteze rationa-
mentul, influentdnd standardizarea notatiilor matematice — si In care, desigur, a rafinat algebra relatiilor, inte grand
contributiile domnului Oscar Howard Mitchell - care a introdus indici pentru a exprima relatii complexe - consoli -
dand bazele logicii simbolice.

De fapt, domnul William Stanley Jevons in ,, The Principles of Science: A Treatise on Logic and Scientific
Method” — publicata la ,,London, Macmillan and Co.” Tn 1883, a patra editie, revizuita din prima, din 1874, - printre
altele — propunea:

a. ,,Unificarea inductiei si deductiei” argumentand cd, inductia nu este o metoda distincta de deductie, ci mai
degraba o aplicare inversa a acesteia.

Traditional, in filosofie si logica, deductia si inductia sunt considerate forme distincte de rationament, asa incat:

Deductia: plecand de la premise generale se ajunge la o concluzie specifica, care este logic necesara daca pre-
misele sunt adevarate.

Spre exemplu:
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McColl:

The Calculus of Equivalent Statements, Proceedings of the London Mathematical Society,
1878, vol. IX, 9; vol. X, 16*.

Semnul €, care nu trebuie confundat cu semnul O, aplicatiile inversiunii in logica si cateva
alte conventii le-am stabilit pentru a putea exprima orice propozitie.

Premisa: Toti oamenii sunt muritori.
Premisa: Socrate este om.
Concluzie: Socrate este muritor.

Inductia: plecand de la observatii specifice se ajunge la o generalizare, care este doar probabild, nu necesara.
Spre exemplu:

Observatie: Soarele a rasarit In fiecare dimineata observata.
Concluzie: Soarele va rasari maine dimineata.

Doar ca, domnul Jevons a contestat aceasta stricta separare, sustinand ca inductia poate fi inteleasa ca un pro-
ces logic strans legat de deductie, n sensul ca procesul inductiv implica tot un rationament logic, dar orientat n
sens opus: 1n loc sa porneasca de la general la particular - ca deductia - inductia construieste generalizari pornind de
la cazuri particulare.

Si mai mult chiar, a sugerat ca acest proces poate fi formalizat folosind principii logice similare - folosind un
sistem bazat pe algebra logica inspirata din perspectivele domnului George Boole - Intrucat inductia implica formu -
larea unei ipoteze generale - o lege sau o regula -care explica observatiile specifice, iar aceasta ipoteza este apoi tes-
tata deductiv.

Astfel, 1n loc sa reprezinte un proces complet separat, inductia este o etapa preliminara care genereaza ipoteze,
iar deductia verifica daca aceste ipoteze sunt consistente cu observatiile. Asa Incat - pur si simplu - formalizarea lo-
gica a inductiei implica transformarea observatiilor intr-un cadru logic, unde ipoteza generala este o concluzie deri -
vatd din premisele observationale - dar cu o probabilitate, nu cu certitudine absoluta.

Asa Tncat:

Observatiile specifice — datele - sunt considerate premise.
Se formuleaza o ipoteza generala care sa explice aceste observatii.
Apoi, aceasta ipoteza este apoi testatd deductiv pentru a verifica daca este compatibild cu alte observatii.

Spre exemplu, In loc sa se clameze ,,se observa ca soarele rasare zilnic, deci va rasari mereu” — clasic-inductiv
- procesul s-ar putea re-formula astfel:

Premise: Soarele a rasarit in zilele observate — la date specifice.
Ipoteza: Exista o lege generala conform careia soarele rasare zilnic.
Test deductiv: Daca legea este adevarata, atunci soarele va rasari maine (verificam ipoteza).

b. A introdus metode precum ,,substitutia similarilor” si a promovat utilizarea unor instrumente logice, cum ar
fi ,,logicul abecedarium” si ,,masina logica” - logical piano - pentru a rezolva probleme logice complexe.

c. Jevons a subliniat importanta metodelor precise de masurare si observatie in stiinta si a dezvoltat o teorie a
inductiei bazata pe probabilitate si testarea ipotezelor, promovand o abordare ipotetico-deductiva si astfel criticand
empirismul si sustinand ca legile generale sunt doar ,,probabile” din cauza limitarilor observatiei complete.
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in demonstratiile aritmetice am folosit lucrarea domnului: H. Grassmann, ,Lehrbuch der
Arithmetik”, Berlin, 1861%.

Mi-a fost de asemenea utila lucrarea recenta a domnului: R. Dedekind - ,,Was sind und was
sollen die Zahlen”, Braunschweig, 1888 - in care problemele legate de fundamentele numerelor
sunt examinate cu mare acuitate.

Aceastd mica lucrare a mea trebuie considerata un exemplu a unei noi metode. Cu aceste
notatii, nenumarate alte propozitii, cum ar fi cele referitoare la numerele rationale si irationale, pot
fi enuntate si demonstrate.

Dar, pentru a trata alte teorii, este necesar sa se introduca noi semne care sa indice noi enti-
tati. Cred, totusi, cd doar cu aceste semne logice pot fi exprimate propozitiile oricarei stiinte, cu
conditia sa fie adaugate semne care sa reprezinta entitatile specifice acelei stiinte.

»Signorum tabula”

d. A integrat probabilitatea Tn logica stiintifica, considerand-o o masura a ,,ignorantei rationale” sau a ,,astepta-
rii rationale”.

e. A discutat despre generalizare, analogie si clasificare, subliniind importanta continuitatii si a proprietatilor
uniforme 1n stiintele naturii.

f. Desigur, a criticat metoda inductiva pur empirica — baconiana - promovand o abordare mai flexibila, bazata
pe ipoteze si teorii si subliniind curajul intelectual in formularea ipotezelor noi.

Asa Incét — revenind - publicata initial in 1874 si revizuita in 1883, lucrarea domniei sale a reprezentat un ras-
puns la dezbaterile vremii privind natura rationamentului stiintific, punand bazele pentru un soi de epistemologie
moderna.

34 De fapt, domnul Hugh MacColl a publicat seria de lucrari intitulate ,,The Calculus of Equivalent Statements”
n ,,Proceedings of the London Mathematical Society”, incluzand articolele din 1877 - volumul IX, printre paginile
9 i 20 - si in 1878 - volumul X, printre paginile 16 si 28 - aducand contributii fundamentale la logica simbolica si
la dezvoltarea unui sistem logic care a influentat logica moderna.

Asa Incat, a dezvoltat un sistem logic numit ,,Calculul afirmatiilor echivalente” - ,,Calculus of Equivalent Sta-
tements: - prin care urmarea sa formalizeze rationamentul logic folosind un limbaj simbolic, care - spre deosebire
de algebra booleana traditionala a lui George Boole, care se concentra pe clase si operatii numerice, promova un
sistem bazat pe propozitii - afirmatii - si relatiile lor de echivalenta:

in articolul din 1877, a prezentat 11 definitii si 8 reguli, Tnsotite de exemple, pentru a construi acest soi de ,,cal-
cul” care includeau simboluri precum A : B (implicatia ,,A implica B”) si echivalente precum A = AB care exprima
relatii logice intre propozitii.

in articolul din 1878, a addugat 2 definitii si 6 reguli suplimentare, extinzand sistemul cu metode precum ,,sub-
stitutia unitatii si zeroului” pentru a analiza implicatiile si elimina variabilele.

De fapt, domnia sa a definit implicatia (A : B) ca o relatie 1n care ,,dacd A este adevarat, atunci B este adevarat”
mutand accentul de la logica claselor — promovata de catre donul Boole la logica propozitiilor si a aratat ca, impli-
catia A : B este echivalenta cu ecuatia A = AB, oferind o baza algebrica pentru manipularea afirmatiilor.

Si —totodata - a analizat silogismele traditionale, aratand ca regulile promovate de catre domnia sa pot cuprin-
de toate silogismele valide.

Pentru ca, in cele din urma, sa extinda paradigma abia propusa la aplicatii practice - precum ar fi determinarea
limitelor de integrare Tn calculul probabilitatilor - totodata sugerand ca acesta poate fi folosit apentru a investiga
cauzele fenomenelor naturale, astfel extinzand aplicabilitatea logicii sale dincolo de ceea ce s-ar putea intelege prin
matematica.

Iar, prin concentrarea ,,calculului” domniei sale pe implicatii si echivalente propozitionale, domnul MacColl a
anticipat concepte care au fost dezvoltate ulterior Tn logica moderna - precum ar fi implicatia materiala si logica
modald, asupra carora voi reveni Intr-un context dedicat.

35 Desigur, aceea abia mentionata.
36 Desigur, tot aceea abia mentionata.
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Logicam signa Arithmeticae signa
Signum Significatio Pag. Signa 1, 2 ... =, >, <, +, —, X vulgarem habent
p Propositio VII significationem. Divisionis signum est /.
K classis X Signum significatio Pag.
N et VII, X N numerus inte-|1
ger positivus
u vel VIII, X, XI R num. rationalis|12
positivus
- non VIII, X Q quantitas, sive|16
numerus realis
positivus
A absurdum aut| VIII, XI Np numerus  pri-|9
nihil mus
9) deducitur aut| VIII, XI M maximus 6
continetur
= est aequalis VIII W minimus 6
€ est X T terminus, vel|15
limes summus
[] inversionis sig-| XI D dividit 9
num
3 qui vel [€] XII b est multiplex
Th Theorema XVI T est primus cum |6
Hp Hypothesis
Ts Thesis
L logica
Signa composita
-< non est minor
=Uu > est aequalis aut
maior
3D divisor
M>D maximus divi-
sor
Deci:

Tabelul de simboluri
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Semne logice Semne aritmetice

Simbol Semnificatie | Pag. Semnele 1, 2 ... =, >, <, +, —, X au semnificatia

p Propozitie VII obisnuita. Semnul Tmpartirii este /.

K Clasa/ X Simbol Semnificatie |Pag.
Multime/Set

N SI — ,jintersec-| VII, X N Numere intregi |1
tie”, ,,produs” si pozitive or
(desi  actual- ,N”aturale, cu
mente  pentru alte cuvinte.

SI se foloseste
si,A”)

u SAU ,reu-| VIII, X, XI R Numere ratio-| 12
niune”  (desi nale pozitive
actualmente
pentru SAU se
foloseste si
»V7)

- NU  (actual-| VIII, X Q Cantitate  sau|16
mente —) numar real po-

zitiv

Desi, desigur,
in  acceptiuni
contemporane
,Q” reprezinta
multimea nu-
merelor ratio-
nale, ,, Q" da-
ca sunt si pozi-
tive, In timp ce
,R” reprezinta
multimea nu-
merelor reale.

A Absurd, fals| VIII, XI Np Numere prime |9
sau nimic (ac- (,,P” reprezen-
tualmente ... = tand actual-
Yori 1) mente, multi-

mea numerelor
prime)

O Se deduce (da-| VIII, XI M Maximul 6
ca ... atunci ...)
sau 0 multime
contine alta
multime

24



https://esteticademersurilorinutile.com/
https://esteticademersurilorinutile.com/

esteticademersurilorinutile.gmail.com
esteticademersurilorinutile.com

(actualmente
D ori — dupa
caz - Csau C)
= EGAL VIII A Minimul 6
€ ESTE X T Punct terminal 15
sau supremum
[] semnul de in-|XI D3 Divide 9
versare
3 astfel Tncét sau | XII b* Este multiplu |9
€]
Th Teorema XVI Tt ,Este prim cu” |6
Hp Ipoteza
Ts Teza
L logic
Signa composita
-< nu este mai
mic decat (ac-
tualmente </)
=Uu > este egal cu
sau mai mare
decat (actual-
mente > )
3D Divizor (actu-
almente | desi
uneori este fo-
losit si in loc
de ,astfel in-
cat”)
M>D cel mai mare
divizor  (cm-
mdc)
Oricum, revenind:
»Logicae notationes.
I. De punctuatione.
37 in original, simbolul folosit a fost un ,,M ... rdsturnat”.
38 in original, simbolul folosit a fost un ,,D”.
39 in original, simbolul folosit a fost un ,,D ... In oglinda”.
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Litteris a, b ... X, y ... X’ y’ ... entia indicamus indeterminata quaecumque. Entia vero deter-
minata signis, sive litteris P, K N ... indicamus.

Signa plerumque in eadem linea scribemus. Ut ordo pateat quo ea coniungere oporteat, pa-
renthesibus ut in algebra, sive punctis .: .". :: etc. utimur.

Ut formula punctis divisa, intelligatur, primum signa quae nullo puncto seperantur colligen-
da sunt, postea quae uno puncto, deinde quae duobus punctis, etc. Ex. g. sint a, b, c ... signa quae-
cumque. Tunc ab . cd significat (ab)(cd); et ab . cd : ef . gh ... k significat (((ab)(cd))((ef)(gh)))k.

Punctuationis signa omittere licet si formulae quae diversa punctuatione existerent eundem
habeant sensum; vel si una tantum formula, et ipsa quam scribere volumus, sensum habeat. Ut am-

biguitatis periculum absit, aritmeticae operationum signis .: nunquam.

Parenthesum figura una est ( ); si in eadem formula, parentheses et puncta occurant, primum
quae parenthesibus continentur, colligantur.

I1. De propositionibus.

Signo P significatur propositio. Signum n legitur et. Sint a, b propositiones; tunc a N b est
simultanea affirmatio propositionum a, b. Brevitatis causa, loco a n b vulgo scribemus a b.

Signum - legitur non. Sit a quaedam P; tunc —a est negatio propositionis a. Signo U legitur
vel. Sint a, b propositiones; tunca U b idem estac —: —a. —b.

[Signo V significatur verum, sive identitas; sed hoc signo numquam utimur].
Signum A asignificat falsum, sive absurdum.

[Signum C significat est consequentia; ita b C a legitur b est consequentia propositionis a.
Sed hoc signo nunquam utimur].

Signum O significat deducitur; ita a D b significat quod b C a. Si propositiones a, b entia in-
determinata continent X, y ... scilicet sunt inter ipsa entia conditiones, tunc a Dy y ... b significat:
quaecumque sunt X, y ... a propositione a deducitur b. Si vero ambiguitatis periculum absit, loco Oy y
... scribemus solum O.

Signum = significat est aequalis. Sint a, b propositiones; tunc a = b idem significat quod a O
b . b D a; propositio a = X, y ... b idem significat quod a Oy y...b.b D4y ... a.”

Ori — cu alte cuvinte:
Notatii logice
I. Despre punctuatie.

Cu literele a, b ... x, y ... X', y' ... indicam entitdti indeterminate oarecare. Entitatile determi -
nate Tnsa le indicam cu semne sau cu literele P, K, N ...
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Semnele le vom scrie de obicei pe aceeasi linie. Pentru ca sa fie clar ordinea in care trebuie
sa le combinam, folosim paranteze ca Tn algebra, sau puncte .: .". :: si asa mai departe.

Pentru ca o formula Tmpartita cu puncte sa fie Inteleasa, mai intai trebuie sa se combine sem-
nele care nu sunt separate de niciun punct, apoi cele cu un punct, dupa aceea cele cu doua puncte si
asa mai departe.

De exemplu, fie a, b, c ... semne oarecare. Atunci ab . cd inseamna (ab)(cd); si ab . cd : ef .
gh ... k inseamna (((ab)(cd))((ef)(gh)))k.

Semnele de punctuatie pot fi omise daca formulele care ar exista cu punctuatie diferita ar
avea acelasi sens; sau daca doar o singura formula - si anume cea pe care vrem sa o scriem - are
sens.

Pentru ca sa nu existe pericolul ambiguitatii, semnelor operatiilor aritmetice .: nu le folosim
niciodata.

Simbolul pentru paranteza este ( ); daca Intr-o aceeasi formula apar paranteze si puncte, se
grupeaza mai intai elementele din interiorul parantezelor.

II. Despre propozitii.
Prin semnul P se intelege propozitie. Semnul n se citeste si. Fie a, b propozitii; atunci a n b
este afirmarea simultana a propozitiilor a, b. Pentru scurtime, in locul lui a n b vom scrie de obicei

ab.

Semnul — se citeste nu. Fie a o anumitd P; atunci —a este negatia propozitiei a. Semnul U se
citeste sau. Fie a, b propozitii; atunci a U b este acelasi lucru cu —: —a . -b.

[Prin semnul V se intelege adevarat, sau identitatea; dar acest semn nu 1l folosim niciodata].
Semnul A a ITnseamna fals, sau absurd.

[Semnul C Tnseamnad este consecinta; astfel b C a se citeste b este consecinta propozitiei a.
Dar acest semn nu 1l folosim niciodata].

Semnul D Tnseamna se deduce; astfel a O b Tnseamna ceea ce Tnseamna b C a. Daca propozi-
tiile a, b contin entitati indeterminate x, y ... adica sunt conditii Tntre aceste entitati, atunci D,y ... b
inseamna: oricare ar fi x, y ... din propozitia a se deduce b. Daca insa nu exista pericolul ambiguita -
tii, In locul lui Dy y ... vom scrie doar D.

Semnul = inseamna este egal. Fie a, b propozitii; atunci a = b inseamna acelasi lucru cu a D
b .b D a; propozitia a = x, y ... b Tnseamna acelasi lucru cua Dxy ... b.b Dy y ... a.

Asa Tncat:
,111. Logicae propositiones.
Sint a, b, c ... propositiones. Tunc erit:”

II1. Propozitii logice.
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Fie a, b, c ... propozitii. Atunci va fi:

Notatia originala

Interpretare contemporana

1. laDa Orice lucru 1l implica pe el insusi:
,Daca a, atunci a.”
d - d
2. |adb.bDc:D:adc Tranzitivitatea implicatiei:
»,Daca a implica b si b implica c, atunci a im-
plica c.”
((a—»b)/\(b—»C))—»(a—»C)
3. |a=b.=:a0b.bDa Egalitatea este echivalenta cu implicatia Tn
ambele sensuri:
,»a este egal cu b daca si numai daca a implica
b si b implica a.”
(a=b)=((a > b) A (b - a))
4. |la=a Orice lucru este egal cu el insusi:
,»a este egal cu a.”
a=a
5. la=b.=.b=a Egalitatea este simetrica:
,Daca a este egal cu b, atunci b este egal cu
a.))
a=b -b=a
6. la=b.bDc:D.adc Egalitatea pastreaza implicatia:
,Daca a este egal cu b si b implica c, atunci a
implica c.”
((a:b) A (b — C)) — (a — C)
7. |adb.b=c:D.adc Implicatia este pastratd sub egalitate.
,Daca a implica b si b este egal cu c, atunci a
implica c.”
((a — b) A (b:C)) — (a — C)
8. la=b.b=c:D.a=c ,» Iranzitivitatea egalitatii”:

,2Daca a este egal cu b si b este egal cu c,
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atunci a este egal cu c.”

((@a=b) A (b=0) - (@a=0)

a=b.D.adb

Egalitatea implica o implicatie Intr-un sens:
,Daca a este egal cu b, atunci a implica b.”

(a=b) - (a ~ b)

10.

a=b.D.bDa

Egalitatea implica o implicatie in sens invers:
,Daca a este egal cu b, atunci b implica a.”

(a:b) — (b — a)

11.

abDa

Intersectia a doua multimi este inclusa in pri-
ma multime:

»Produsul (intersectia) lui a si b implica a.”

(aAnb)-sa

12.

ab =ba

»Intersectia” este comutativa:

,Produsul (intersectia) lui a si b este egal cu
produsul lui b si a.”

(@aAb)y=( A a)

13.

a (bc) = (ab) c = abc

,Intersectia” este asociativa:

,Intersectia dintre a cu (b si c) este egala cu
intersectia (a si b) cu c, care este egal cu inter-
sectia a, b si c.”

@AabAacdg)=((@aAnb)Aac)=(@aAbAa
0)

14.

dd =4

Din intersectia unei multimi cu ea insasi rezul-
td aceeasi multime:

HIntersectia a cu a Tnsusi este egal cu a.”

(ana)=a

15.

a=b.D.ac=bc

Egalitatea pdstreaza intersectia:

,Daca a este egal cu b, atunci intersectia dintre
a si c este egala cu intersectia dintre b si c.”

(@a=b) - ((@anc)=(b A 0)

16.

adb.D.acDbc

,2Implicatia se pastreaza in intersectie”:
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»Daca a implica b, atunci intersectia a si ¢ im-
plica intersectia lui b si c.”

(@a-b)-((anc)- (b A0

17.

adb.cDd:D.acDbd

Implicatia se pastreaza pentru intersectii:
»Daca a implica b si c implica d, atunci inter-
sectia dintre a si ¢ implica intersectia dintre b

sid.”

(@-b)Ar(c-d)~(@anrc-(bAad)

18.

adb.aDc:=.aDdbc

Implicatia se distribuie peste intersectie:

,»a implicd b si a implica ¢ daca si numai daca
a implica intersectia dintre b si c.”

(@a-b)r(@-0c)=(a~(bAo0)

19.

a=b.c=d:D.ac=bd

Egalitatea se pastreaza pentru intersectii:
,2Daca a este egal cu b si c este egal cu d,
atunci intersectia dintre a si c este egal cu in-

tersectia dintre b si d.”

((@a=b) A (c=d)) -~ (@A )=(b A d)

20.

—(-a)=a

Dubla negatie anuleaza ... negatia initiala:
,INegarea negatiei lui a este egala cu a.”

-(—-a) =a

21.

Egalitatea se pastreaza sub negatie:

»a este egal cu b daca si numai daca negatia
lui a este egala cu negatia lui b.”

(a=b) = ((=a) = (=b))

22.

adb.=.-bD-a=

,Contra-pozitiva implicatiei”:

,»a implica b daca si numai daca negatia lui b
implica negatia lui a.”

(@ » b)=((=b) ~ (=a))

23.

aub.=..-:-a.-b

Legea lui De Morgan pentru reuniune:

,Reuniunea lui a si b este echivalenta cu nega-
tia conjunctiei negatiilor lui a si b.”
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(a v b)=-((za) A (b))

24.

~(@b)=(-a) U (-b)

Legea lui De Morgan pentru intersectie:

»INegatia conjunctiei dintre a si b este egala cu
reuniunea negatiei lui a cu negatia lui b.”

-(a A b)=(—a) U (=b)

25.

~@ U b)=(-a) (-b)

Cealaltd lege a lui De Morgan:

»INegatia reuniunii lui a si b este egald cu con-
junctia negatiei lui a cu negatia lui b.”

=(a U b)=(—a) A (=b)

26.

ad.aub

Orice multime este inclusa in reuniunea sa cu
o alta multime:

,»,a implica reuniunea lui a cu b.”

a—-(aub

27.

auUb=buUa

Reuniunea este comutativa:

,Reuniunea lui a cu b este egala cu reuniunea
luibcua.”

aub=buUa

28.

au(uc=@ub)uc=aubuc

Reuniunea este asociativa.
,Reuniunea lui a cu (b reunit cu c) este egala
cu reuniunea lui (a reunit cu b) cu c, care este

egald cu reuniunea lui a, b si c.”

au(bbuc=(@ub)uc=aubuc

29.

Din reuniunea unei multimi cu ea insasi rezul-
td aceeasi multime:

,Reuniunea lui a cu el insusi este egald cu a.”

auUa=a

30.

a(buc)=ab U ac

Distributivitatea intersectiei peste reuniune:
,Conjunctia dintre a cu reuniunea lui b si c
este egal cu reuniunea conjunctiei dintre a si b

cu conjunctia dintre a si c.”

aAnbuCdo]l=[@aAnb)u(and]
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31.

a=b.D.auUc=b Uc

Egalitatea pastreaza reuniunea:
,Daca a este egal cu b, atunci reuniunea lui a

cu orice multime c este egala cu reuniunea lui
b cu multimea c.”

(@a=b) - ((@auc)=(b U )

32.

adb.D.aucdDbuUc

Implicatia se pastreaza pentru reuniuni:
»,Daca a implica b, atunci reuniunea lui a cu
orice multime c implica reuniunea lui b cu

multimea c.”

(@-bAa(c-d)-[(@auc-(bud]

33.

adb.cDd:D:auc.D.bud

Implicatia se pastreaza pentru reuniuni:

,Daca a implica b si c implica d, atunci reu-
niunea lui a si ¢ implica reuniunea lui b si d.”

(@a-b)Ar(c-d)~(@uc-(dud)

34.

bDa.cDa:=.bucDa

Reuniunea pastreaza implicatia:

,b implica a si c implica a daca si numai daca
reuniunea lui b si c implica a.”

(b-a)A(c-a)=(buc-a

35.

a—a= A

O multime minus ea insasi da vidul:

Diferenta lui a cu el insusi este multimea vi-
da.”

[a A a]l=O

36.

[=5)
>

Il
>

Din intersectia cu ,,nimic, nimic nu rezulta”:

,Conjunctia dintre a si multimea vida este
multimea vida.”

AaNDT=J

37.

Reuniunea cu ,,nimic, nimic nu aduce” :

,Reuniunea lui a cu multimea vida este egala
cua.”

aud=a

38.

Doar ,,nimic, nimic nu implica”:
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,»a implica multimea vida daca si numai dacd a
— Tnsasi - este multimea vida.”

a->J=(@=9)

39.

aldb.=.a-b=A Implicatia este echivalenta cu ,nici o diferen-

=»

{a”.

,»a implica b daca si numai daca din: a minus b
rezultd multimea vida.”

(a-b)=(a A -b)=9)

40.

ADa Vidul implica orice®:
I -a
,2Multimea vida implica orice multime a.”

41.

aUb=A.=:a= A .b=A Din reuniunea a doua ,nimicuri, nimic nu re-
zulta”.

,Reuniunea lui a cu b este multimea vida daca
si numai dacd a este multimea vida si b este

multimea vida.”

((aub)=)=(@a=9) A (b= 9))

40

in logica clasic, implicatia ,,A D B” (A implicd B) este adevirata in toate cazurile, cu exceptia situatiei in care
A este adevirat si B este fals. In cazul propozitiei A O a, ,multimea vidad” (notati cu A) este considerata falsd in
context logic (sau vida in contextul teoriei multimilor).

Intrucat — pur si simplu - multimea vida, adica ,, A ” nu contine niciun element, nu poate fi nici ,adevarata”
Intr-un sens care sa contrazica ceva.

Astfel, daca premisa — adica: ,, A ” - este falsa, adica multimea vida, implicatia ,, A D a” este automat adevara-

ta, indiferent de valoarea lui ,,a” . Fie cd ,,a” este adevarata sau falsa.

Spre exemplu:
,0ri 2 + 2 =5 ori Socrate a fost un mare filosof.”. Si cum 2 + 2 tocmai am ,,demonstrat” ca fac ,,4”, atunci mai
ramane doar posibilitatea ca faptul ca ,,Socrate a fost un mare filosof” sa fie adevarata.

Iar, acest ,,principiu” este cunoscut in logica clasica drept ,,ex falso quodlibet” — ori cu alte cuvinte, ,,din fals
urmeaza orice” sau pur si simplu, ,,principiul exploziei”.

Asa Incat, daca ,,se porneste de la ceva fals” - precum ar fi multimea vida - se poate implica orice, intrucat o
premisa Intotdeauna falsa nu va fi niciodata satisfacuta pentru a contrazice concluzia.

Ori — cu alte cuvinte — revenind: ,,Multimea vida implica orice multime a” inseamna ca, in formalismul logic
propus de cdtre domnul Peano, multimea vida - care nu contine elemente - ,,implica” orice alta multime, intrucat, o
premisa falsa- ,,vidul” - In acest caz - nu poate conduce spre vreo contradictie.

Deci: ,,Vidul implica orice” reprezintd o modalitate concisad de a exprima aceasta paradigma, subliniind carac-
terul universal al implicatiei atunci cand premisa este vida.

Spre exemplu, daca s-ar spune: ,,Daca multimea vida contine un element, atunci multimea a contine acel ele-
ment”, s-ar afirma un adevar, pentru ca multimea vida nu contine niciun element.
Prin urmare, premisa este falsa, iar implicatia este adevarata indiferent de ce ceea ce — de fapt — chiar contine

»

JoY:

Dar, asupra acestor detalii, voi reveni Intr-un context dedicat.
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42. @ad.bDc:=:abDc ,2Implicatia” se distribuie peste intersectie:
,»a implica ca b implicd c daca si numai daca
conjunctia dintre a si b implica c.”
(@a-Mb-c)=((aAnb)-o0

43. @ad.b=c:=.ab=ac Implicatia egalitatii se pastreaza In intersectie:

»a implicd cd b este egal cu ¢ dacd si numai
daca conjunctia dintre a si b este egala cu con-
junctia lui a si ¢.”

(@a-(b=0g)=(aarb)=(@~ad)

Revenind;

,,Sit a quoddam relationis signum (ex. gr. =, D) ita ut D a a b sit quaedam
propositio. Tunc loco — . a a b scribemus a — « b; scilicet:”

Fie a un simbol care reprezinta o relatie - precum ar fi egalitatea ,,= ” sau implicatia ,,0” -
astfel Tncat expresia ,,a a b” sa fie o propozitie logica. In loc sa scriem negatia propozitiei ,,a « b” ca
,—(a ab)”, vom folosi notatia ,,a — a b”.

Notatia originala Interpretare contemporana

a—-=b.=:-.a=b ,»a nu este egal cu b” (a—= b) este echivalent cu
,Nu este adevdrat ca a este egal cu b” (—(a = b)).
(a#b)=-(a=b)

a—-0Ob.=:-.a0b ,»a nu implica b” (a — O b) este echivalent cu ,,nu
este adevarat ca a implica b” (—(a D b)).
(@ b)=-(a - b)

“Ita signum — = significat non est aequalis. Si propositio a indeterminatum

continet X, a — =X A significat: sunt x quae conditioni a satisfaciunt. Signum -
O significat non deducitur.

Similter, si o et [3 sunt relationis signa, locoaa b, etaab. U . a3 b scribere
possumusa.af.beta.a U B.b.Ita, sia et b sunt propositiones, formulaa . D — =. b dicit: ab a
deducitur b, sed non vice versa.”

a.J)—-=.b:=:adb.b-Da

Deci:

Cu alte cuvinte:
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Simbolul — = Tnseamna ,,nu este egal”. Daca o propozitie a contine o variabila x, expresia a
— =X A Inseamna ca exista cel putin un x care satisface conditia a. Simbolul — O Tnseamna ‘nu se
deduce’.

In mod similar, daca a si B sunt simboluri de relatie, in loc s scriemaabsauaab. U .af
b, putem folosi notatiile a . a 3 . b - pentru conjunctia relatiiloraabsiafb-sia.a U .b -pen-
tru disjunctia relatiilor a a b sau a § b.

Astfel Incat, daca a si b sunt propozitii, formula a . D — = . b inseamna ca ,,din a se deduce
b”, dar, ,,b nu se deduce din a”.

Iar, asa ceva reprezinta acelasi lucru ca si cum s-ar spune ca, a implica b si b nu implica a.”

Si totodata, defineste conceptul de implicatie stricta (a.D — =. b ) ceea ce Inseamna ca, a
implica b fara ca b sa implice a.

Iar, aceasta distinctie este importanta in logica formala, unde implicatia stricta - doar intr-o
directie - este diferita de echivalenta - implicatie Tn ambele directii.

Apoi:
,Formulae:”
Adica:
Formule:
Notatia originala Interpretare contemporana
adb.bDc.a-Oc:=A Nu este posibil ca a sa implice b, b sa implice c si totusi a
sa nu implice c, intrucat asa ceva ar reprezenta o contradic-
tie.
(@-b)Aab-0c)A(arc)y=9I
a=b.b=c.a-=c:=A Nu este posibil ca a sa fie egal cu b, b sa fie egal cu c si to-
tusi a sa nu fie egal cu c, deoarece aceasta ar fi o contradic-
tie.

(@=b) A(b=c) A (aZ0)=O
adb.bD-=c:D.ad-=c Daca a implica b si b implica faptul ca b nu este egal cu c,
atunci a implica faptul ca a nu este egal cu c.

(a — b) A (b¢C) — (a#C)
ad-=b.bDc:D.ad-=c Daca a implica faptul ca a nu este egal cu b si b implica c,
atunci a implica faptul ca a nu este egal cu c.

a-@#b)A(b-c)-(a#0)

,»Sed his notationibus raro utimur.”
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Doar ca, rareori folosim aceste notatii..

Oricum, revenind:

,IV. De classibus.

Signo K significatur classis, sive entium aggregatio.

Signum e significat est. Ita a € b legitur a est quoddam b; a € K significat a
est quaedam classis; a € P significat a est quaedam propositio.

Loco —(a € b) scribemus a — € b; signum — € significat non est; scilicet:”

IV.

Despre clase.

Simbolul K reprezinta o clasa, adica o colectie de entitati — ori o ,,multime” sau un ,,set”.

Simbolul € inseamna ,,este”. Astfel, expresia ,,a € b” se citeste ,,a este un element al lui b”; ,,a
e K” Inseamna ,,a este o clasa”; ,,a € P” inseamna ,,a este o propozitie”.

In loc sa scriem negatia ,,—(a € b)” (adica ,,nu este adevarat ci a este un element al lui b”)
vom folosi notatia ,,a — € b”, unde ,,— €” inseamna ,,nu este”.

diviuis constituta quae non sunt a.

aeK.D:xe—-a.=.x—-¢€a

44, a-eb.=:-.aeb ,,a Nu este un element al lui b” este echiva-
lent cu faptul ca ,,nu este adevarat ca a este
un element al lui b”.
(a ¢b)=-(a € b)

45. Signum a, b, ¢ € m significat: a, b et ¢ sunt|Simbolul a, b, c € m Inseamna cd a, b si ¢
m; scilicet: sunt elemente ale lui m; mai precis:
a,bcem.=:aem.bem.cem A spune cad, ,,a, b, c apartin lui m” Inseamna

ca, a apartine lui m, b apartine lui m si c
apartine lui m.”
a,bcem.=:taem.bem.cem

46. Sit a classis; tunc —a significatur classis in-|Fie a o clasa; atunci ,,—a” denota clasa for-

mata din ,,tot ceea ce nu exista Tn a”.

Daca a este o clasd, atunci x apartine com-
plementului lui a este echivalent cu faptul
cd x nu apartine lui a.”

Adica, daca a este o clasa (a € K) atunci un
element x apartine complementului lui a
(—a) daca si numai daca x nu apartine lui a
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(x ¢ a).

47.

Sint a, b classes; a n b, sive a b, est classis
individuis constituta quae eodem tempore
sunt a et b; a U b est classis individuis con-
stituta qui sunt a vel b.

a,beK.D..ax.eab:=:xXxea.xeb

Fie a si b clase; ,,a n b”, sau ,,a b”, este cla-
sa formata din ,,tot ceea ce este simultan in
asib”.

Iar ,,a U b” este clasa formata din tot ceea
ce este In a sau in b.

Daca a si b sunt clase, atunci x apartine in-
tersectiei lui a si b este echivalent cu faptul
ca x apartine lui a si x apartine lui b.

Adica, un element x apartine clasei a n b
daca si numai daca x apartine ambelor clase
asib.

48.

a,beK.D..auUxeaUb:=:x€ea. U
.Xxeb

Daca a si b sunt clase, atunci x apartine reu-
niunii lui a si b este echivalent cu faptul ca x
apartine lui a sau x apartine lui b.”

Adica, un element x apartine clasei a U b
dacd si numai daca x apartine lui a sau x
apartine lui b.

49.

Signum A indicat classem quae nullum
continet individuum. Ita:

aeK.D . .a=A:=:xXx€a.=xA

[Signo A, quod classem ex omnibus indivi-

duis constitutam, de quibus quaestio est, in-
dieat, non utimur].

Simbolul A (actualmente notat cu &) de-
nota clasa care nu contine nici un element.

Daca a este o clasa, atunci a este egala cu
multimea vida daca si numai daca nu exista
niciun x care sa apartina lui a.”

Adica, o clasa a este o multime vida (A)
(actualmente notata cu &)daca si numai da-
ca nu exista niciun element x care sa aparti-
na lui a.

lar, ,x € a.=XxA” inseamna ca afirmatia
,X € a” este falsa pentru orice x (echivalen-
td cu A, falsul logic ori cu faptul ca, de
fapt, apartine ©).

[Nu folosim simbolul A pentru a denota
clasa formata din toti indivizii despre care
este vorba].”

Adica, simbolul A nu este folosit pentru a
denota universul (clasa tuturor indivizilor)
ci doar pentru multimea vida ().
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50.

Signum O significat continetur. Ita a O b
significat classis a continetur in classi b.

a,beK.D..adb:=:x€a.0x.xeb

[Formula b C a significare potest classis b
continet classem a; at signo C non utiumur].

Hic signa A et D significationem habent
quae paullo a praecedenti differt; sed nulla
orietur ambiguitas.

Nam si de propositionibus agatur, haec sig-
na legantur absurdum et deducitur; si vero
de classibus, nihil et continetur.

Simbolul O inseamna ,este continut”. Ast-
fel, a O b Tnseamna ca clasa a este continuta
n clasa b.

Adica, a este o subclasa a lui b (toate ele-
mentele lui a sunt si elemente ale lui b). De
altfel acelasi lucru cu ceea ce ar insemna —
de fapt - incluziunea in teoria multimilor (a
c“b).

Daca a si b sunt clase, atunci a este continut
in b daca si numai dacd, pentru orice x care
apartine lui a, x apartine si lui b.

[Formula b C a ar putea insemna ca clasa b
contine clasa a; dar nu folosim simbolul C].

Adica, domnia sa subliniaza ca, o notatie al-
ternativa ,,b C a” ar putea fi folosita pentru a
exprima incluziunea (b contine a) dar prefe-
ra sa foloseasca ,,a O b” si evita simbolul
,C” pentru a preveni confuziile.

Aici, simbolurile A si O au o semnificatie
care difera usor de cea anterioara, dar nu va
apdrea nicio ambiguitate.

Cand este vorba de propozitii, aceste simbo-
luri se citesc ,,absurd” (fals) si ,,se deduce”;
cand este vorba de clase, ele se citesc ,,ni-
mic” (multimea vida) si ,,este continut”.

Cu alte cuvinte, domnul Peano clarifica uti-
lizarea contextual interpretabila a simboluri-
lor A siD.

In logica propozitionald, A Tnseamna ,,fals”
(absurd) iar O inseamna ,,implica” (se dedu-

ce).

In teoria claselor, A Inseamnd ,,multimea

41

Precum abia sugeram, daca A si B sunt multimi:

Daca A C B, atunci A este o submultime a lui B si A poate fi sau nu egal cu B.
Dar, dacd A este doar o submultime a lui B, o putem scrie ca A c B.

Ori formalVx(x €A - X € B)
Precum, spre exemplu:

A={1,2,3,4,5}siB={1,2,3,4,5} atunciA C B
Sau daca:
A={1,2,3}siB={1,2,3,4,5} atunciA c B
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vida”, iar D Tnseamna ,,este continut” (inclu-
ziune).

Doar ca — re-iterand - contextual, se poate
determina interpretarea corespunzatoare ori
corectd a tuturor acestora — astfel, cuamva fi-
ind imposibila orice soi de ambiguitate.

51.

Formula a = b, si a et b sint classes, signifi-
catadb.bDa.

Itaque:
a,beK.D..a=b:=:x€a.=x.x¢€b

Propositiones 1 ... 41 quoque subsistunt, si
a, b... classes indicant; praeterea est:

Formula a = b, daca a si b sunt clase, in-
seamna ca a este continut In b si b este con-
tinut in a.

Astfel, daca a si b sunt clase, atunci a este
egal cu b daca si numai dacd, pentru orice x,
x apartine lui a este echivalent cu x apartine
lui b.”

Adica, egalitatea intre clase (a = b) este de-
finitd ca incluziune bidirectionalda (a € b si
b C a). Ceea ce Inseamna ca a si b au exact
aceleasi elemente, ceea ce este echivalent cu
definitia contemporand a egalitatii multimi-
lor.

Propozitiile de la aceea denotata cu 1 pana
la 41 raman valabile si daca a, b ... si asa
mai departe denota clase; si in plus, exista:

Adica, toate propozitiile anterioare (1-41)
care initial se aplicau propozitiilor logice
sau altor entitati, sunt valabile si In contex-
tul claselor, datoritd analogiilor dintre logica
propozitionala si teoria claselor.

Siin plus:

52.

aeb.D.beK

Daca a apartine lui b, atunci b este o clasa.

Adica:

Daca a este un element al lui b (a € b)
atunci b trebuie sa fie o clasa (b € K) dat
fiind ca, doar clasele pot contine elemente.

53.

aeb.D.b—-=A

,Daca a apartine lui b, atunci b nu este mul-
timea vida.”

Adica:

Daca exista un element a care apartine lui b,
atunci b nu poate fi multimea vida (&) in-
trucat, nu ar putea contine nici un element.
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54. aeb.b=c:D.aec Daca a apartine lui b si b este egal cu c,
atunci a apartine lui c.
Adica, daca a este un element al lui b si cla-
sele b si c sunt egale (b = c) atunci a este si
un element al lui c.
Ceea ce reflectd proprietatea ,,egalitatii cla-
selor”:
Clasele egale au aceleasi elemente.

55. aeb.bDc:D.aec Daca a apartine lui b si b este continut 1n c,
atunci a apartine lui c.
Adica, daca a este un element al lui b si b
este o subclasa a lui ¢ (b C c) atunci a este
si un element al lui c.
Ceea ce reflecta ,tranzitivitatea incluziunii”
n teoria multimilor.

56. Sit s classis, et k classis quae in s continea-|Fie s o clasa si k o clasa continuta in s.

tur;

Tunc dicimus k esse individuum classis s, si
k ex uno tantum constat individuo.

Itaque:
seK.kDOs:Dukes.=. . k—-=A:Xxy
€ek.Dyxy.x=y

Spunem ca k este un individ al clasei s daca
k consistd intr-un singur individ.

Astfel, daca s este o clasa si k este continut
in s, atunci k apartine lui s este echivalent
cu faptul ca k nu este multimea vida si, pen-
tru orice x si y din k, x este egal cu y.

Adica, se defineste conceptul de ,,individ”
(element singular) al unei clase.

O clasa k este un individ al clasei s daca:

k este o subclasa a lui s (k O s);

k contine exact un element (adica k nu este
vida, k# & si orice doud elemente x, y din k
sunt identice, x =y).

Iar, prin aceastd formula se sugereazad ca k

apartine lui s (k € s) daca k este o clasa cu
un singur element (un ,,individ”).

Oricum, revenind:

,,V. De inversione.
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formata din toate elementele care satisfac conditia a.”

Inversionis signum est [], eiusque usum in sequenti numero explicabimus.

Hic tantum casus particulares exponimus.

1. Sit a propositio, indeterminatum continens x; tunc scriptura [X] € a, quae legitur ea x qui-
bus a, sive solutiones, vel radices conditionis a, classem significat individuis constitutam, quae con-
ditioni a satisfaciunt.

Itaque:”

V. Despre inversiune.

Simbolul inversiunii este [], iar utilizarea sa va fi explicatd in sectiunea urmatoare.

Aici prezentam doar cazuri particulare.

1. Fie a o propozitie care contine o variabila x. Atunci expresia [x] € a, citita ca ,,acele x
pentru care a este adevdrata” sau ,solutiile ori radacinile conditiei a”, reprezinta clasa (multimea)

Doar ca - Tn acest context - ,,inversiunea” se refera la procesul de construire a tuturor valori-
lor unei variabile, care satisfac o anumita conditie logica sau matematica.

Notatia ,,[x] € a” este echivalentd cu ceea ce actualmente numim multimea solutiilor unei
ecuatii sau conditii, precum spre exemplu, {x|a(x) este adevarat}.

Asa incat, spre si mai specific exemplu:

Daca a este propozitia ,,x? = 4”, atunci ,,[x] € a” reprezinta clasa {x|x? = 4}, adica multimea
{2, -2}, intrucat, doar acestea sunt valorile lui x care satisfac conditia.

Si astfel:

57.

aeP.D:[xela.eK

Daca a este o propozitie, atunci clasa tuturor
x care satisfac a este o clasa.

Adica, daca a este o propozitie (a € P)
atunci multimea solutiilor lui a (adica {x |
a(x)}) este o clasa, adica apartine categoriei
claselor (K).

Cu alte cuvinte, operatia de inversiune apli-
cata unei propozitii produce o clasa valida.

58.

aeK.D .. [xe].xea:=a

Daca a este o clasa, atunci clasa tuturor x
care apartin lui a este egala cu a.
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Adica, daca a este o clasa (a € K) atunci
multimea solutiilor propozitiei ,,x € a”
(adica {x|x € a}) este chiar clasa a.

Ceea subliniaza faptul ca: ,,{x|x € a}” re-
turneaza exact elementele lui a, deci este
identica cu a.

59.

aeP.D .. xe.[xela:=a

Daca a este o propozitie, atunci x apartine
clasei solutiilor lui a este echivalent cu fap-
tul ca a este adevdrat pentru X.

Adica, daca a este o propozitie (a € P)
atunci afirmatia ,x € [x €] a” (x apartine
multimii solutiilor lui a) este echivalenta cu
propozitia a insasi (adica a(x) este adeva-
rat).

Si astfel, domnia sa clarifica relatia dintre
apartenenta la clasa solutiilor si valoarea de
adevar a propozitiei.

60.

Sint o, B propositiones indeterminatum con-
tinentes Xx; erit:

[x €] (aP) = ([x €] a) ([x €] B)

Fie o si B propozitii care contin variabila x;
atunci clasa solutiilor lui o si B este egala cu
intersectia claselor solutiilor lui o si (3.

Adicad, daca a si  sunt propozitii dependen-
te de x, atunci multimea solutiilor conjuncti-
ei ,a B” (adica {x|a(x) A B(x)}) este egala
cu intersectia  multimilor  solutiilor
individuale, ,[x €] a n [x €] B” (adica {x|

a(x)} n {x|BCAD).

Ceea ce reflecta ,,distributivitatea intersecti-
ei peste solutii”.

61.

[xe]-a=—-[x€]a

Clasa solutiilor negatiei lui a este egala cu
complementul clasei solutiilor lui a.

Adica, multimea solutiilor propozitiei ,,—~o”
(adica {x|-a(x)}) este egala cu complemen-
tul multimii solutiilor lui a (adica comple-
mentul lui {x|a(x)}).

Ceea ce reprezinta — pur si simplu - ,legea
complementului in contextul solutiilor”.

62.

[xel](a U B)=[xe]la U [xe]lB

Clasa solutiilor lui o sau [ este egala cu reu-
niunea claselor solutiilor lui o si (3.

Adicd, multimea solutiilor disjunctiei ,,a U

42



https://esteticademersurilorinutile.com/
https://esteticademersurilorinutile.com/

.t" - esteticademersurilorinutile.gmail.com
esteticademersurilorinutile.com

B” (adica {x|a(x) U B(x)}) este egala cu
reuniunea multimilor solutiilor individuale,
HSXx €l a U [x €] B” (adica {x|a(x)} U {x]|

B

Ceea ce — pur si simplu - reflecta distributi-
vitatea reuniunii peste solutii.

63.

adxfB.=.[xe]laDd[xe]B

Daca a implica 8 pentru toate X, atunci clasa
solutiilor lui o este continuta in clasa solutii-
lor lui B.

Adica, daca propozitia a(x) implica propo-
zitia B(x) pentru orice x (notat ,o Ox [”)
atunci multimea solutiilor lui a ({x|a(x)})
este o subclasa a multimii solutiilor lui B ({x

IBCAD).

Domnia sa subliniind — astfel - faptul c3,
implicatia propozitiilor ,,se traduce” in in-
cluziunea claselor solutiilor lor.

64.

a=xB.=.[xela=[x€]p

Dacd « este echivalent cu [ pentru toate x,
atunci clasa solutiilor lui a este egala cu cla-
sa solutiilor lui f.

Adica, daca propozitiile a(x) si B(x) sunt
echivalente pentru orice x (notat ,,a = x 3”)
atunci multimea solutiilor lui o ({x|a(x)})
este egala cu multimea solutiilor lui f ({x|

BCIY).

Ceea ce Tnseamna cd, echivalenta propozitii-
lor implica egalitatea claselor solutiilor lor.

»2. Sint X, y entia quacumgque; system ex ente X et ex ente y compositum ut novum ens con-
sideramus, et signo (X, y) indicamus; similiterque si entium numerus maior fit. Sit o propositio inde-
terminata continens X, y; tunc [(X, y) €] a significat classem entibus (x, y) constitutam, quae conditi-
oni a satisfaciunt.

Erit:”

2. Fie x si y entitati entitati oarecare; consideram perechea formata din x si y ca o noua enti-
tate si 0 notam cu (X, y); acelasi principiu se aplica daca sunt mai multe entitati. Fie a o propozitie
care contine variabilele x si y; atunci ,,[(X, y) €] a” reprezintd multimea tuturor perechilor (X, y) care
satisfac conditia a.

Si atunci:

65.

adgyB.=.[(x,y)elaDl(x,y) €l B

Daca o implicd  pentru toate x si y, atunci
multimea perechilor (x, y) care satisfac a este
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continutd Tn multimea perechilor (x, y) care

satisfac [3.
66. [(x,y)ela—= A .=..[x€].[ye]la—= A :]Multimea perechilor (x, y) care satisfac a nu
-=A este multimea vida daca si numai daca exista x

si y astfel Incat « sa fie adevaratd.”

Doar ca, propunerea perechilor ordonate (x, y) ca un soi de ,,noi entitate” reprezinta o contri-
butia domnului Peano, prin care se permite formalizarea relatiilor si functiilor - adica a regulilor
prin care se transformd elementele dintr-o multime intr-un rezultat - In termeni definibili ca ,,clase
de perechi”.

Iar, prin notatia ,,[(X, y) €] a” se generalizeaza conceptul de inversiune (,,[x €] a”) pentru
conditii cu mai multe variabile, definind multimea solutiilor ca o clasa de perechi ordonate.

Spre exemplu, daca o este ,,x + y = 5”, atunci ,,[(x, y) €] «” este multimea {(X, y)|x + y =5}

Asa ncat, definirea perechii (x, y) ca entitate permite formalizarea relatiilor si a functiilor -
adica o regulilor care transforma elementele dintr-o multime Intr-un rezultat - In teoria multimilor si
totodatd, definirea claselor de solutii pentru conditii cu mai multe variabile.

In timp ce:

Prin propozitia 65, domnia sa extinde ideea de incluziune a claselor solutiilor - din propozi-
tia 63 - la ,,cazul” propozitiilor cu doua variabile. Ceea ce este — de fapt - o generalizare a implicati-
ei In contextul perechilor.

Spre exemplu:

Daca a(x, y) este ,x + y = 2” si B(X, y) este ,,x +y > 17, atunci « implica 8 (intrucat x +y = 2
implicax +y >1).
Si astfel, multimea perechilor {(x, y)|x + y = 2} este continuta Tn {(x, y)|x +y > 1}.

Prin propozitia 66, domnia sa stabileste o conditie de existenta pentru solutii, legand non-
viditatea multimii perechilor solutii de existenta cel putin unei perechi (X, y) care satisface conditia.

Spre exemplu:

Pentru a(x, y) = ,,x + y = 2”, multimea {(X, y)|x + y = 2} nu este vida (de exemplu, (1, 1) sa-
tisface conditia). Ceea ce este acelasi lucru ca si atunci cand s-ar clama existenta unui x (de exem-
plu, x = 1) pentru care exista un y (de exemplu, y = 1) astfel incat x +y = 2.

,»3. Sit X o y relatio inter indeterminata x et y (ex. g. in logica relationes x =y, x —=y,x D y;
in arithmetica x <y, x >y, etc). Tunc signo [€ o] y ea x indicamus, quae relationi x a y satisfaciunt.
commoditatis causa, loco [€], signo utimur. [ta3 ay . =:[x €] . X ay, et sighum 3 legitur qui, vel
quae.
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Ex. gr. sit y numerus; tunc 3 <y classem indicat numeris x compositam qui conditioni x <y
satisfaciunt, scilicet, qui sunt minores y, vel simpliciter minores y.

Similiter, quum signum D significet dividit, vel est divisor, formula 3 D significat qui divi-
dunt vel divisores.
Deduciturx eay =xay.”

3. Fie x ay o relatie Tntre variabilele x si y (de exemplu, in logica: x =y, x nu este egal cu y,
x implica y; In aritmetica: x <y, x >y, etc.). Atunci, prin notatia ,,[ € a] y”, indicim multimea tuturor
x care satisfac relatia x a y.

Pentru comoditate, in loc de ,,[€]”, folosim simbolul ,,3”. Astfel, ,,3 a y” este echivalent cu
multimea {x|x a y}, iar simbolul 3 se citeste ,,care”.

De exemplu, fie y un numar; atunci 3 < y reprezinta multimea numerelor x care satisfac con-
ditia x <y, adica toate numerele mai mici decat y.

In mod similar, deoarece simbolul D inseamna ,divide” sau ,este divisor”, 3 D y indica
multimea divizorilor lui y.

Se deduce ca x apartine multimii 3 o y daca si numai daca x satisface relatia x o y.

Asa Tncat, notatia 3 o y reprezinta o extensie a conceptului de inversiune (abia propus prin
,»[x €] a”) la relatii binare. Doar ca, in loc sa defineasca solutiile unei propozitii generale, se definesc
solutiile unei relatii x o y pentru un y fix, rezultand o clasa de x-uri.

Precum spre exemplu:

Pentru o = ,,<” siy =5, ,,3 <5” este {x|x <5}, adica toate numerele reale mai mici decat 5.
Pentru a = ,,D”siy =6, ,3 D 6” este {1, 2, 3, 6}, divizorii lui 6.

Si mai mult chiar, notatia ,,3 o y” este flexibila si se aplica oricdrei relatii binare a, fie ea lo-
gica (egalitate, implicatie) sau aritmetica (inegalitati, divizibilitate).

Iar, propozitia ,,x € 3 & y = X a y” confirma ca apartenenta la clasa definita de relatia o este
echivalenta cu satisfacerea relatiei insasi, ceea ce reprezinta o proprietate ,,definitorie” a operatiei de
inversiune.

,»4. Sit o formula indeterminate continens x. Tunc scriptura x’ [X]a, quae legitur x’ loco x in
a substituto, formulam indicat quae obtinetur si in a, loco x, x’ legimus.
Deducitur x[x]a = a.”

4. Fie a o formula care contine variabila x. Atunci notatia x’ [x]a, citita ca “x’ inlocuit in lo-
cul lui x in «”, reprezinta formula obtinuta prin Tnlocuirea lui x cu x’ in a.

Se deduce ca, daca x este Tnlocuit cu el nsusi In «, formula ramane neschimbatd, adica x
[x]o este egal cu a.

Asa ncat, in acest paragraf domnia sa prezintd conceptul formal de substitutie a variabilelor
intr-o formula logica sau matematica.
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Iar, notatia ,,x’ [x]a” reprezinta — de fapt - o modalitate de a exprima rezultatul Tnlocuirii va-
riabilei x cu x’ In formula a.

Spre exemplu ,,substitutia cu o constantd”:

Dacaa=,x+2=5",
Six’=3.

Atunci ,,3 [x] (x + 2 = 5)” ITnseamna ca inlocuim x cu 3.
Iar, x + 2 devine 3 + 2 = 5.
Si ceea ce rezulta este ,,5 = 5” (o propozitie adevarata).

Sau ,,confirmarea proprietatii”: x [x]a = «

Daca, x’ = Xx.

Si in continuare: o = ,x + 2 = 5”.

Atunci x’ [x]a prin Tnlocuirea lui x’ cu x s-ar transforma tocmai in o nsusi, adica ,x + 2 =
5”, ceea ce ar confirma ,,proprietatea” cd, de fapt: x [x]a = a.

Doar ca indiferent cat de triviala ar parea, aceasta este o proprietate fundamentala in logica
matematica, utilizata pentru a formaliza transformarile si deductiile in ,,sistemele peano- formaliza-
te”. lar ,,proprietatea” (x [x]a = a) reprezintd o tautologie care subliniaza consistenta operatiei de
substitutie: inlocuirea unei variabile cu ea Tnsasi nu modifica formula.

,,0. Sit a formula, quae indeterminata X, y ... continet. Tunc (x’ y’...) [X, ¥ ...] &, quae legitur
x’y’ ... loco x, y ... in a substitutis, formulam indicat quae obtinetur si in « loco X, y ... litterae

b

x’y’ ... scribantur. deducitur (x, y) [X, y] a = a.

Logicae notationes quae praecedunt exprimendae cuilibet arithmeticae propositioni suffi-
ciunt, iisdemque tantum utimur. hic notationes alias nonnullas bre A iter
explicamus, quae utiles fieri possunt.

Sit s quaedam classis; supponimus aequalitatem inter entia systematis s definitam, quae con-
ditionibus satisfaciat:”

sSI N aE Iy eb}
Il
o ||

=.b=a
b=c:D.a=c

5. Fie a o formula care contine variabilele x, y ... Atunci (x’, y’...) [X, ¥ ...] a, cititd ca ‘x’, y’
... inlocuite in locul lui %, y ... in o, reprezinta formula obtinuta prin inlocuirea simultana a lui x,
y ...cux’, y’ ... Se deduce ca Tnlocuirea lui x, y cu ele insele lasa formula neschimbata: (x, y) [x, y]
o= Q.

Notatiile logice prezentate anterior sunt suficiente pentru orice propozitie aritmetica si le fo-
losim doar pe acestea. Aici explicam pe scurt alte notatii utile.

Fie s o clasd; presupunem ca egalitatea intre entitatile din s satisface:
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Daca a = b, atunci b = a.

a este egal cu a. - - -
Dacaa=bsib=c, atunci a =c.

,»Sit ¢ signum, sive signorum aggregatus, ita ut si x est ens classis s, scriptura ¢ x novum in-
dicet ens; supponimus quoque aequalitatem inter entia ¢ x definitam; et si x et y sunt entia classis s,
et est X =y, supponimus deduci posse ¢ x = ¢y. Tunc signum ¢ dicitur esse functionis praesignum in
classi s, et scribemus ¢ 3F' 5.

Deci:

Fie ¢ un simbol, sau un ansamblu de simboluri, astfel incét, daca x este o entitate a clasei s,
expresia ¢ x sa indice o noua entitate; presupunem, de asemenea, ca egalitatea intre entitatile ¢ x
este definitd; si daca x si y sunt entitati ale clasei s si x =y, presupunem ca se poate deduce ¢ x = ¢

»

y. Atunci simbolul ¢ este numit pre-simbol al unei functii in clasa s si vom nota ,,¢ 3 F' s”.

In acest domnul Peano descrie conceptul de functie - adicd o reguli care transforma elemen-
tele dintr-o multime ntr-un rezultat - Intr-un mod formal, folosind limbajul propriul logic.

De fapt, Intr-o perspectiva ceva mai expresiva, asociata acestui context:

O functie este o relatie care asociaza fiecarui element dintr-o ,,multime” — ,set” sau ,,clasa”
de elemente - numita ,,domeniu” un singur element dintr-o alta — ori posibil din aceeasi — multime,
»set” sau ,clasa” de elemente, numita ,,codomeniu” — ori cu alte cuvinte, ceva mai expresiv spus
,,celalalt domeniu”.

Sau — cu alte cuvinte - o regula prin care se transforma elementele dintr-o multime Tntr-un
,Jrezultat”.

Iar ,,imaginea” reprezinta partea din codomeniu care este efectiv ,,asociata”.

Imaginea — desigur - nu reprezinta toate elementele din codomeniu, intrucat nu intotdeauna
chiar toate acestea trebuie sa fie folosite de functie, ci doar o parte din ele.

lar, partea aceea care chiar este ,,asociata” formeaza ,,imaginea”.

Dar — asupra acestui concept - voi reveni.

Asa incat — revenind - ¢ reprezinta o functie care aplica o transformare asupra elementelor
clasei s, iar proprietatea esentiald este ca pastreaza egalitatea: daca doud elemente x si y din clasa s
sunt egale, atunci si rezultatele functiei ¢ x si ¢ y sunt egale.

Iar, prin ,,¢ F' s” se indica faptul ca, ¢ este un simbol al unei functii definite pe clasa s.

Logic — formal, adica:

Notatia originala Interpretare contemporana

sy K.Du¢Fs.=..x,yes.x=y:0x,y. ¢x Pentru orice clasa s care apartine multimii clase-

= ¢y lor K, ¢ este un pre-simbol al unei functii in clasa
s daca si numai daca, pentru orice x si y din s,
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‘ daca x =y, atunci ¢ x = ¢ y.

Asa incat, prin aceasta ,,formuld” formal exprima proprietatea fundamentald a unei functii:
daca doua intrari sunt egale, rezultatele lor trebuie sa fie egale, ceea ce este o conditie necesara pen-
tru ca ¢ sa fie considerata o functie pe clasa s.

De fapt, domnul Peano descrie o functie ¢ care opereaza pe o clasa s - o multime de entitati -
si care respecta proprietatea cd, daca x =y - doud elemente din s sunt egale - atunci ¢ x = ¢ y. Adica,
rezultatele aplicdrii lui ¢ pe x si y sunt egale.

Iar, aceasta este o proprietate esentialda a functiilor — adica a adica o regulilor prin care se
transforma elementele dintr-o multime Intr-un rezultat - care trebuie sa fie ,,bine definite” Tn sensul
ca ,,elementele identice” produc ,,rezultate identice”.

Cu alte cuvinte — spre exemplu - sa presupunem ca:

Clasa s este multimea numerelor reale pozitive, adicd s= {x € R | x>0}.

Simbolul ¢ reprezintd functia ,,patratul unui numar”, adica ¢px= x>

Acum, verificam daca ¢ - ,,functia ridicare la patrat” - satisface conditiile propuse de catre
domnul Peano pentru a fi un ,,pre-simbol al unei functii” in clasa s:

Conditia 1: ¢x produce o entitate noud.

Dacd x € s, de exemplu x= 2, atunci ¢x= ¢p(2)= 2°= 4, care este o0 entitate - un numar real.
Pentru orice x € s, x= x* este bine definit si produce o valoare - o alta entitate.

Conditia 2: Identitatea este definita Tntre entitdtile ¢x.

Rezultatele functiei ¢x sunt numere reale, iar identitatea intre numere reale este bine definita
(de exemplu, 4= 4, 9= 9 si desigur, tot asa mai departe).

Conditia 3: Daca x=y in s, atunci ¢x= ¢y.

Sa consideram x, y € s astfel incat x=y. Spre exemplu, fie x= 3 si y= 3.
Atunci:

ox= ¢(3)= 3°= 9,

dy= §(3)=3*= 9.

Cum x=y, rezulta ¢x= ¢y, adica 9= 9.

Iar, cum asa ceva reprezinta un adevar pentru orice X, y €s (daca x= y, atunci x*= y?, deci
dx= ¢y) functia px= x* satisface toate conditiile peanoiene, deci este un ,,pre-simbol al unei functii”

n clasa s - numerele reale pozitive.
Si putem nota ¢ € F's, adica ¢ este o functie definita pe s.
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Sau — spre contra-exemplu - sa presupunem ca ¢ nu este o functie bine definita.
De exemplu, daca ¢x ar returna ,ultima cifra a lui x” intr-un mod ambiguu ori aleatoriu —
adica, pur si simplu: fara a specifica nici o ,,regula” - atunci ar putea Incalca proprietatea X= y - ¢x=

dy.

Dar, 1n cazul ,functiei ridicare la patrat”, aceasta proprietate este respectata.

,,Verum si, cum sit x quodlibet ens classis s, scriptura x¢ novum indicet ens, et,
ex, X =y deducitur x¢ = y¢, tunc dicimus ¢ esse functionis postsignum in classi s et scribemus ¢ €
s’E.”

Notatia originala Interpretare contemporana
seK.O:¢s’F.=..x,yes.x=y:0x,y.x¢Daca s apartine lui K, atunci:
=yob Pentru orice x, y din s, daca x =y, atunci x¢ = y¢

Dar daca, pentru orice entitate x din clasa s, expresia x¢ produce o entitate noua si daca din
x = y rezultd ca x¢ = y¢, atunci spunem ca ¢ este un simbol postfix al unei functii pe clasa s, notat ¢
e s’F.

Daca s este o clasa, atunci ¢ este un simbol postfix al unei functii pe s daca si numai daca,
pentru orice x si y din s, daca x este egal cu y, atunci x¢ este egal cu yo.

De fapt, in fragmentul anterior (cu ,,¢ F' s”) domnul Peano a definit o functie folosind nota-
tia prefix (¢x, unde ¢ este scris Tnaintea argumentului x).

Doar ca, acum propune notatia postfix (x¢, unde ¢ este scris dupa x).

Desigur, proprietdtile acesteia raman aceleasi (produce o entitate noua si respecta egalitatea)
doar cad, acest soi de formalism, prin schimbarea notatiei reflecta flexibilitatea sistemului logic astfel
definit.

Spre exemplu, fie s multimea numerelor reale si ¢ operatia ,ridicare la patrat” in notatie
postfix, astfel incat x¢ = x2.

Daca x =y = 3, atunci x¢ = 32 =9 si y¢ = 32 =9, deci xd = yo.

Iar, asa ceva confirma ca, ¢ (“patratul”) este o functie pe s, notatda ¢ € s’F.

Doar ca, notatia postfix (x¢) este mai putin obisnuita in matematica modernd, unde se prefe-
ra notatia prefix (f(x)).

Totusi — cel putin aparent — domnul Peano o propune pentru a arata ca ordinea simbolurilor
nu afecteaza proprietatile esentiale ale unei functii.

De fapt:

,Exempla. Sit a numerus; tunc a + est functionis praesignum in numerorum classe, et + a est
functionis postsignum; quicumque enim est numerus X, formulae a + x et X + a no A os indicant nu-
meros, et ex X = y deducitura+x=a+y,etx+a=y+a.

Itaque:”

Considerand chiar exemplul propus de catre domnia sa:
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Fie a un numar; atunci ,,a +” este un pre-simbol al unei functii in clasa numerelor, iar ,,+ a”
este un post-simbol al unei functii; caci, oricare ar fi numarul x, expresiile ,,a + x” si ,,x + a” indica
numere noi; si din x =y se deduce caa+x=a+y, precumsi X +a=y + a.

Prin urmare:

Daca a este un numar natural, atunci ,,a +” apartine pre-simbolurilor functiilor definite pe
clasa numerelor naturale.

Daca a este un numadr natural, atunci ,,+ a” apartine post-simbolurilor functiilor definite pe
clasa numerelor naturale.

Cu alte cuvinte, domnul Peano Tn acest paragraf descrie proprietdtile operatiei de adunare ca
o functie Tn contextul numerelor naturale (clasa ,,N”). Si foloseste termenii ,,pre-simbol” si ,,post-
simbol” pentru a indica pozitia numarului ,,a” in raport cu operatia de adunare:

Pre-simbolul (a +): Inseamna functia care ia un numar x si returneaza ,,a + x” (adica aduna a
la x).

Post-simbolul (+ a): Inseamna functia care ia un numar x si returneaza ,,x + a” (adica aduna
x la a).

Ori formal:

Notatia originala Interpretare contemporana

aeN.D:a+.€.F'N Daca a este un numadr natural, atunci operatia ,,a
+” este un pre-simbol al unei functii definite pe
clasa numerelor naturale.

Adica, pentru orice numar natural a, functia care
aduna a la orice alt numar natural x (adica ,a +
x”) este o functie valida pe multimea numerelor
naturale, Tntrucat produce un rezultat bine definit
si respecta proprietatea cd, daca x =y, atunci a +
X=aty.

aeN.D:+a.e.N'F Daca a este un numar natural, atunci operatia ,,+
a” este un post-simbol al unei functii definite pe
clasa numerelor naturale.

Adica, functia care aduna orice numar natural x
la a (,x + a”) este, de asemenea, o functie valida
pe multimea numerelor naturale, Intrucat produce
un rezultat bine definit si respectd proprietatea
cd,dacax =y, atuncix +a=y +a.

Ori - spre exemplu ,,exemplului”:
Sa consideram un numar natural - de exemplu 3 - si multimea numerelor naturale (1, 2, 3 ...).

Pentru ,,a +” (pre-simbol):
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Operatia ,,3 +” inseamna sa adundm 3 la orice numdr din multimea numerelor naturale:

Daca ludm numarul 2, rezultatul este 3 + 2 = 5.

Daca luam numarul 4, rezultatul este 3 +4 = 7.

Daca doua numere sunt egale, de exemplu 2 si 2, atunci 3 + 2 = 5si 3 + 2 = 5, deci rezultate -
le sunt egale.

Asa incat, operatia ,,3 +” este o functie valida.

Pentru ,,+ a” (post-simbol):
Operatia ,,+ 3” inseamna sa adundm orice numadr la 3:

Daca ludm numarul 2, rezultatul este 2 + 3 = 5.

Daca luam numarul 4, rezultatul este 4 + 3 = 7.

Daca doua numere sunt egale, de exemplu 2 si 2, atunci 2 + 3 = 5si 2 + 3 = 5, deci rezultate -
le sunt egale.

Asa incat, operatia ,,+ 3” este o functie valida.

,»Sit ¢ functionis praesignum in classe s. Tunc [¢]y classem significat iis x constitutam, quae
conditioni ¢x = y satisfaciunt; scilicet:”

Fie ¢ o functie definita pe clasa s. Atunci [¢]y denota clasa formata din acele x care satisfac
conditia ¢(x) = y; mai precis:

Notatia originala Interpretare contemporana
Def. seK.oeF's:D:[¢ly.=.[xe](px=y) |Dacdas € Ksid € F's, atunci: [¢p]y = {x €
s|o(x) =y}

“Classis [¢]y vel unum vel plura, vel etiam nullum individuum continere potest.
Erit:”

Clasa [¢]y poate contine fie un singur element, fie mai multe elemente, fie niciun element.

Mai precis:
Notatia originala Interpretare contemporana
seK.0eF's:D:y=6¢x.=.x€[dly Daca s € Ksi ¢ € F's, atunci: y = ¢(x) este
echivalent cu x € [¢]y.

In limbaj matematic contemporan, aceastd afirmatie este echivalentd cu definirea imaginii
inverse a unei functii. Clasa [¢]y este multimea {x € s|d(x) =y}, iar relatiay = ¢(X) « x € [d]y
descrie exact aceasta proprietate. Textul subliniaza ca aceasta clasa poate fi vida, unica sau multipla,
in functie de natura functiei ¢.

“Si vero ¢y uno tantum constat individuo, erity = ¢x . =. x = [d]y
Sit ¢ functions postsignum; similiter ponimus:”
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Daca clasa [¢]y contine exact un singur element, atunci y = ¢(x) este echivalent cu x = [¢]y.
Fie ¢ o functie inversa; in mod similar, stabilim:

Notatia originala Interpretare contemporana
seK.¢pes'F:D . y[d]l=[xe](xp=Yy) Dacdas € Ksi¢ € F's, atunci: [¢p]ly = {x € s|xd
= y}

Pentru prima parte, daca [¢]y = {x} (un ,,singleton”, o multime care contine exact un singur
element, in acest caz, contine un singur x astfel incat ¢(x) = y) atunci y = ¢(x) « x este unicul ele-
ment din [¢]y.

Pentru a doua parte, definitia cu functia inversa se traduce astfel: [¢]y = {x € s|d7(x) =y},
unde ¢! este functia inversa a lui ¢. Aceasta implica o simetrie intre functia directa si cea inversa,
iar notatia ,,x¢ = y” este echivalentd cu ¢'(x) = y.

»Signum [ ] dicitur inversionis signum, eiusque usus nonullos in logica iam exposuimus.
nam si « est propositio indeterminatum continens x, atque A est classis individuis x composita quae
conditioni o satisfaciunt, erit x ea. = a, tunc a = [xe] o, utin V, i.”

Simbolul [ ] se numeste simbolul inversiunii, iar utilizarea sa logica, a fost deja explicata.

De exemplu, daca o este o afirmatie care contine variabila x, iar A este multimea formata din
toate elementele x care indeplinesc afirmatia «, atunci x apartine multimii A daca si numai daca o
este adevarat. Astfel, A este multimea [x] a, conform sectiunii V, i.

Doar cd, de fapt, in acest paragraf domnul Peano promoveaza o functia notatd cu ¢, care
poate fi aplicata In doua moduri:

Ca ,,pre-simbol” (scris ¢x) unde ¢ este aplicat Tnainte de elementul x — precum spre exem-
pluy, ca ,,dublarea lui x” sau ca ,,adunarea unui numar la x” ori oricum altfel.

Ca ,,post-simbol” (scris x¢) unde ¢ este aplicat dupa elementul x — precum spre exemplu ,,x
plus un numar”.

»Inversiunea” ([¢]y sau y [¢]) Inseamnd construirea tuturor elementelor x care, prin aplica-
rea lui ¢, dau rezultatul y. Iar, daca aceastda multime are un singur element, inversiunea devine o
Hfunctie inversa”.

Cu alte cuvinte - folosind un ,limbaj actualizat” - daca se stie ca f(ceva) = x, ce modalitate
ar putea exista pentru a se determina ,,ce era acel «ceva» stiindu-se ca «f(ceva) = x»”.

Sau — ceva mai formal, dar cu alte cuvinte — ar trebui sd se gaseasca g(f(x))= x.

Deci, revenind:
Spre exemplu pentru ,,pre-simbol” — (¢x).
Sa presupunem ca ¢ este ,,inmultirea cu 3” aplicata Tnainte de x (adicd ¢x = 3 inmultit cu x).

Asa Incat, asa ceva reprezinta o functie pre-simbol, pentru ca ¢ (inmultirea cu 3) este scrisa
Tnainte de x.
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Iar, daca s-ar dori sa se gaseasca multimea [¢]6, adica toate numerele x din numerele natura-
le pentru care ¢ aplicat pe x este 6:

dx =3 xx =6.

3x2=6,decix=2
Si niciun alt numar natural x nu satisface conditia (intrucat, 3 x 1 =3,3 x3=9).

Deci, multimea [¢]6 contine doar un singur numar — ori ,,element” — adica: 2.

Si Intrucat [¢]6 are un singur element, functia ¢ are o ,functie inversa” pentru y = 6, care
este reprezentata de ,,impartirea la 3” (6 + 3 = 2).

Sau spre - alt - exemplu pentru post-simbol (x¢).

Sa presupunem ca, de aceasta datd, ¢ este ,,inmultirea cu 3” dar, aplicatd dupa x (adica x¢ =
x Tnmultit cu 3).

Asa incat, aceasta este o functie post-simbol, pentru ca ¢ — adica inmultirea cu 3 - este scrisa
dupa x.

Iar, daca s-ar dori sa se gaseascd multimea 6 [¢], adica toate numerele x din numerele natu-
rale pentru care x combinat cu ¢ este 6:

xp=x %X 3=6.

2%x3=6,decix=2.

Si — tot - niciun alt numar natural x nu satisface conditia (intrucat, 1 x 3 =3,3 x 3 =9).

Deci, multimea 6 [¢] contine doar 2.

Si Tntrucat 6 [¢] are un singur element, functia ¢ are o functie inversa pentru y = 6, care este
- tot - ,impartirea la 3” (6 +~ 3 = 2).

Sau — spre un cu totul si cu totul alt exemplu, in care se foloseste o ,,functie necomutativa”,
precum ar fi ,,concatenarea sirurilor de caractere” - pentru a evidentia mai expresiv distinctia.

Sa consideram multimea sirurilor de caractere formate din litere (precum spre exemplu, ,,a”,
b)’ C” )
» r» oo )

Pentru ,,pre-simbol” — (¢x):

Sa presupunem ca ¢ este ,adaugarea literei «p» Tnaintea sirului x” (adica ¢x = ,,p” concate-
nat cu x). Spre exemplu, daca x este ,,a”, atunci ¢x = ,,pa”.

lar, aceasta este o ,,functie pre-simbol”, pentru ca ¢ (addugarea ,,p”) este aplicata inainte de

X.

Iar, daca s-ar dori sa se gaseasca multimea [¢],,pa”:
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¢x = ,,p” concatenat cu X = ,,pa”.

Iar, x trebuie sa fie ,,a”, intrucat ,,p” adaugat la ,,a” = ,,pa”.

»

Si — desigur - niciun alt sir x nu satisface conditia (intrucat, ,,p” adaugat la ,,b” = ,,pb” ... p
addugat la ,,c” = ,,pc” ... si asa mai departe).

Deci, multimea [¢],,pa” contine doar ,,a”.
Intrucat [¢],,pa” are un singur element, functia ¢ are o functie inversa pentru y = ,,pa”, care
este ,eliminarea literei ‘p’ de la Tnceput” (adica, pur si simplu: ,,a”, intrucat in acest caz, ,pa” —
a”).
»

Pentru ,,post-simbol” - (x¢):

Sa presupunem ca ¢ este ,,adaugarea literei «p» dar, de aceasta data, dupa sirul x” (adica x¢
= X concatenat cu ,,p”). Spre exemplu, daca x este ,,a”, atunci x¢ = ,,ap”.

Iar, aceasta este o functie post-simbol, pentru ca ¢ este aplicata dupa x.

Iar, daca s-ar dori sa se gaseascda multimea ,,ap” [d]:

»

x¢d = x concatenat cu ,,p” = ,ap”.
»

Iar, x trebuie sa fie ,,a”, intrucat ,,a” adaugat la ,,p” = ,,ap”.

Si — desigur — nici un alt sir x nu satisface conditia (spre exemplu: ,,b” adaugat la ,,p” = ,,bp”
.. »C” adaugat la ,,p” = ,,cp” ).

Deci, multimea ,,ap” [¢] contine doar ,,a”.

Intrucat ,,ap” [¢] are un singur element, functia ¢ are o functie inversa pentru y = ,,ap”, care
este ,,eliminarea literei ‘p’ de la sfarsit” (adica, pur si simplu: ,,a”, intrucat in acest caz, ,,ap” - ,,a”).

Si atunci:

»

Pentru pre-simbol, [¢],,pa” = {,,a”}, exista o functie inversa (eliminarea ,,p” de la Tnceput).
Pentru post-simbol, ,,ap” [¢] = {,,a”}, exista o functie inversa (eliminarea ,,p” de la sfarsit).
Doar ca, ignorand ,,pre” si ,,post”-simbolurile, sa presupunem un alt caz.

Re-folosind un ,,limbaj actualizat”, sa presupunem ca:

f(x) = 1 unde x ar putea fi absolut orice ,,numar natural”, deci f(1)= 1, f(2)=1, f(3)=1 ... si
asa mai departe.

Atunci — 1n acest caz — nu s-ar mai putea ,,construi” nici un soi de ,,functie inversa”, asa in-
cat — pur si simplu — plecandu-se de la ,,1”, sa se ajunga la ,,x”.
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Ori — re-iterand:

Daca se stie ca f(absolut orice numar natural) = 1, ce modalitate ar putea exista pentru a se
,«determina» care anume era acel «absolut orice numar natural» stiindu-se ca «f(absolut orice nu-
mar natural) = 1»”.

Si mai mult chiar, domnul Peano sugereaza ca simbolul [ ] se aplica si in afara functiilor.

De exemplu, daca o este afirmatia ,,x este par”, multimea [x] ,,x este par” contine toate nu-
merele pare (2, 4, 6 ...).

Cu alte cuvinte:

Daca printr-o ,,propozitie prin care se afirma ceva despre altceva ... a(x)” se poate construi
,multimea A”, atunci si din multimea A se poate reconstrui ,,propozitia ... a(x)”.

Deci — in acest caz — daca se afirma, pur si simplu, ca: ,,x este par”, atunci acel ,,x” putand fi
reprezentat de ,,orice numadr par”, In mod obligatoriu ar putea fi reprezentat de ,,absolut orice numar
par”, precum 2, 4, 6 ... si asa mai departe.

Doar c3, stiindu-se ca, x ar putea fi reprezentat de ,,orice numar par”, s-ar putea ,,construi” o
,propozitie” — ,,0 afirmatie” sau pur si simplu: ,,tot «o functie care ...» ori «o regula prin care ... »
sau «o procedura prin care ...»” — prin care sa se ,,clameze”, cuam anume ar fi putut fi construita acea
,multime de numere pare”.

Desi, daca — spre ultim exemplu — s-ar clama, pur si simplu ca: ,,x este ” - desigur - s-ar pu -
tea ,,construi” o ,,propozitie” — ,,0 afirmatie” sau ,,orice altceva”, prin care ...” — prin care sa se ,,cla-
meze”, cum anume ar fi putut fi construita aceasta ,,multime cu un singur element”.

Si anume — in cea mai triviald euclidiana perspectiva — afirmandu-se ca: ,x” ar fi ,re-con-
struit” prin: ,,Jungimea oricarui cerc Tmpartitd la raza acestuia”.

Doar cd, in acest moment s-ar pune problema:

Din moment ce valoarea lui 7 este reprezentatd de un numar transcendent, atunci:

Tt are o valoare unica?”

Si daca nu o are, atunci nu s-ar putea construi o infinitate de ,,n”-uri cu valori absolut diferi-
te?

Cu alte ultime cuvinte:
Este 1 0 constantd absoluta? Sau depinde de contextul in care e ,,construita”?

Si mai mult chiar, exact aceeasi problema s-ar presupune ca ar aparea Tn cazul absolut
tuturor numerelor transcendentale — asa precum abia am sugerat.

Oricum, revenind:
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,Sit o formula indeterminate continens X, sitque ¢ functionis praesignum, quodx, sitque ¢
functionis praesignum, quod litterae x praepositum, formulam o gignat; scilicet sit a = ¢ x; tunc erit
0= afx], et si x' est novum ens, erit ¢x' = a[x]x', scilicet, si o est formula indeterminatum continens
x. Tunc ofx]x" significat id quod obtinetur si in «, loco x, X’ ponatur.

Similiter, sit o formula indeterminate continens X, sitque ¢ functionis postsignum, ut x$ = a;
deducitur ¢ = [x]a; tunc, si x' est novum ens, erit x'¢ = x' [x]a, scilicet X' [x]a rursum indicat id quod
obtinetur si in «, loco x, x’ legatur, ut in V, 4.”

Fie a o formuld nedeterminata care contine x si fie ¢ simbolul unei functii care, plasat inain-
tea literei x, genereaza formula a; adica, fie a= ¢x.
Atunci, ¢= a[x], iar daca x' este 0 noua entitate, atunci ¢x'= a[x]x".

Cu alte cuvinte, daca « este o formula nedeterminata care contine x, atunci a[x]x" semnifica
ceea ce se obtine dacd, in a, Tn locul lui x, se pune x'.

In mod similar, fie o o formuld nedeterminati care contine x si fie ¢ simbolul unei functii
plasat dupa x, astfel incat xd= a.

Se deduce ca ¢= [x]a.

Atunci, daca x' este o noua entitate, va fi x'¢0= x'[x]a. Cu alte cuvinte, x'[x]a indica din nou
ceea ce se obtine daca, in a, in locul lui x, se citeste x', conform sectiunii V, 4.”

Unde, printr-o ,,formula indeterminata” s-ar putea intelege:
,O expresie matematica care contine o variabila x” — precum, spre exemplu, x+1, x2.

Iar — tot spre exemplu - daca o= x+1, atunci ¢x= x+1, iar ¢ reprezinta functia ,,aduna 1”.
Astfel, = a[x] inseamna ca ¢ este functia care, aplicatd la x, da x+1.

lar, in cazul ,,post-fixat”, daca x¢= x+1, atunci ¢ este operatia ,,aduna 1”, iar x'd Tnseamna x’
+1.
Deci:

Daca a este o expresie cu variabila x, iar ¢ este o functie care, aplicata lui x, produce o (adi-
ca o= ¢x) atunci ¢ este functia definita de a.

Daca s-ar inlocui x cu x’, s-ar obtine ¢x'= a cu x' in locul lui x.

Si la fel, daca ¢ este o functie notata dupa x (adica x¢= «) atunci ¢ este functia data de «a, iar
pentru x', x'¢ inseamnd « cu x' in locul lui x.

,»Alios quoque usus in logica signum [] habere potest, quos bre A iter esponimus, quum ipsis
non utamur.

Sint a et b duae classes; tunc [an]b sive b[na] classes indicat x, quae conditioni b = a n x,
sive b = x n a satisfaciunt. Si b in a non continetur, nulla classis huic conditioni satifacit; si b in a

continetur, signum b[ na] omnes indicat classes quae b continent atque in b U —a continentur.

In arithmetica, sint a, b numeri; tunc [b + a] sive [a+]b numerum indicat X, qui conditioni b
=X + a, sive b = a + x satisfacit, nempe b — a.
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Similiter erit b[*xa] = [ax]b = b/a. Et in analysi hoc signum usu A enire potest; itaque:”

Semul [] poate avea si alte utilizari logice, pe care le vom expune pe scurt, deoarece nu le
folosim aici.

Fie a si b doua clase — multimi .
Atunci [an]b sau b[na] indica multimile x care satisfac conditia b= anx, sau b= xna.
Daca b nu este continut in a, nicio multime nu satisface aceasta conditie.

Iar, daca b este continut in a, notatia b[na] indica toate multimile care contin b si sunt conti -
nute in b U -a.

Precum, spre exemplu:

Daca a= {1, 2, 3}, b= {1, 2}, atunci x trebuie sa fie o multime care contine {1, 2} si sa fie
inclusain {1, 2} U {4,5, ...}.
Iar, Tn acest caz, x ar putea fi multimea {1, 2} sau sau{1, 2, 4} ... si tot asa mai departe.

in aritmetic3, fie a, b numere; atunci [b+a] sau [a+]b indicd numairul x care satisface conditia
b= x+a, sau b= a+x, adica b — a.

Tn mod similar, b[xa]= [ax]b= b/a.

Precum, spre exemplu:

In cazul in care ,,[b+a]= b—a”, notatia [b+a] reprezinta numarul x astfel incat x+a= b, deci x=

b-a.
Si atunci, daca b= 5, a= 3, atunci [5+3]= 5-3= 2.
Iar, Tn cazul in care ,,b[xa]= b/a”, b[*a] reprezinta x astfel incat x-a= b, deci x= b/a.
Si atunci, daca b= 6, a= 2, atunci 6[x2]= 6/2= 3.
In ,,analiza”, acest simbol poate fi utilizat; astfel:
Interpretare contempo-|Notatia originala Interpretare contempo-
Notatia originala rana rana
y=sinx.=.xe€[sin] y | echivalent cu y= sinx|(loco x = arc sin y). in loc de x= arcsiny
este echivalent cu
x € [sin]y
dF(x) = f(x)dx . = . Flechivalentcu  dF(x)=|(loco F(x) = [f(x)dx) in loc de F(x)= [f(x)dx
(x) € [d] f(x)dx f(x)dx este echiva-
lent cu F(x) € [d]f(x)dx

Precum, spre exemplu:

In cazul in care ,,y= sinx — x €[sin]y”, aceasta este o notatie pentru functia inversa.
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In loc de x= arcsiny, domnul Peano foloseste x € [sin]y pentru a indica faptul ci x este va-
loarea care, aplicata functiei sinus, produce y.

Iar, Tn cazul in care ,,dF(x)= f(x)dx - F(x) € [d]f(x)dx”, domnia sa defineste integrala nedefi-
nitd. In loc de F(x)= [f(x)dx, noteaza F(x) € [d]f(x)dx, indicand c& F(x) este o functie a cirei deriva-
ta este f(x)dx.

Asa incat, domnul Peano propune utilizarea notatiei ,,[]” ca o metoda de a exprima operatii
inverse sau relatii functionale Tn logica, aritmetica si analiza matematica.

Doar cd, in reprezentari contemporane:

In logica, b[na] ar putea fi interpretatd ca o multime solutie a unei ecuatii in teoria multimi-

lor.

Tn aritmetica, [b+a] este echivalent cu operatia inversa a adunarii, adica b—a.
In analiza, [sin]y este echivalent cu arcsiny, iar [d]f(x)dx este echivalent cu: [f(x)dx.

,Sit rursum ¢ functionis praesignum in classi s, sitque k classis in s contenta; tunc ¢k clas-
sem indicat omnibus ¢x compositam, ubi x sunt entia classis k; scilicet:”

Fie din nou ¢ simbolul unei functii prefixate definite pe o clasa s si fie k o clasa continuta in
s. Atunci ¢k indicd o clasa formata din toate ¢x, unde x sunt entitdtile (elementele) clasei k.
Mai exact:

Notatia originala

Interpretare contemporana

Def. seK.keK.kDs.0eF's:D.¢0k=[ye]DacaseK, keK, kCssi ¢ €F's (unde F's
k.[dly:—=n) reprezintd multimea functiilor definite pe s)
atunci: ¢(k)={y | 3x € k astfel incat ¢(x)=y}
Sive seK.keK.kOs.peF's:D.¢k=[ye]Daca seK, keK, kCs si ¢ €F's, atunci:
(xel:xek.[dplx=y..—=A) d(k)={y | {xeK|xek i dp(x)=y}ZJ)
Def. seK.keK.kDOs.desF:D.ko=[ye]DacaseK, keK, kCssi ¢ €s'F (unde s'F
k.y[do]l:—= A reprezinta functiile post-fixate) atunci:
ko={y | Ix € k astfel Incat x¢p=y}# )
»Hltaque, si ¢ € F' s, tunc ¢ s classem indicat omnibus ¢ x constitutam, ubi x sint entia classis
s. Erit:”
Astfel, daca ¢ € F's, atunci ¢s indica clasa formata din toate ¢x, unde x sunt entitatile clasei
s. Si atunci:
Notatia originala Interpretare contemporana
1. seK.deF's.yeds:D:0[dly=y Daca seK, ¢ €F's si y € ¢s, atunci: ¢p[d]y=
y
2. seK.a,beK.aDs.bOs.peF s:D.DacdaseK, a beK,aCs, bCssi p€F’s,
d(a U b) =(da) U (¢b) atunci: ¢(a U b)= (da) U (¢b)
3. seK.0eF's:D.0A= A Daca seK, ¢ €F's, atunci: ¢IJ= J(unde
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< reprezintd clasa vida).
4. seK.a,beK.bOs.aDb.dpeFs:D.daDaca seK, a, beK, bCs, aCb si peF's,
Oob atunci: ¢a C ¢b
5. seK.a,beK.aOs.bOs.deFs:D.DacaseK, a bekK, aCs, bCs si ¢ €F's,
d(ab) D(da)(db) atunci: ¢(ab) € (¢a)(¢db) (unde ab reprezinta
intersectia anb).

Asa Incat domnul Peano utilizand un limbaj formal pentru a descrie aplicarea functiilor la
clase (multimi) si proprietatile rezultate promoveaza perspectiva unei functii, ¢ care actioneaza asu-
pra elementelor unei — multimi de elemente - clase k, unde ¢k reprezintd ,,imaginea” clasei k prin
functia ¢.

Iar, notatiile F's si s'F se refera la functii prefixate (spre exemplu ¢x) si respectiv, post-fixate
(spre exemplu xd).

In timp ce, simbolurile K, reprezinti clasa claselor (multimea multimilor); & este multimea
vida, iar mentionarea apartenentei la&< indica o conditie care nu este valida.

Si — 1n acest context — domnia sa defineste:

,0k”: Daca k este o multime continuta in s, iar ¢ este o functie pe s, atunci ok= {ox | x €k}.
Asa precum actualmente — adica - s-ar reprezenta imaginea multimii k prin functia ¢.

Iar, notatia ,,s e K. ke K. kOs.¢peFs:D.0k=[ye]([xe] :xek.[dp]x=y..—= A)”
defineste multimea y-urilor astfel incat exista un y € k pentru care ¢x=y.

Asa precum actualmente s-ar accepta ca: k= {y | Ix €k, dx=y}

Functii post-fixate ,,(k$)”: Similar, dar cu o notatie diferita (post-fixata) care este mai putin
comuna - actualmente.

Cu proprietatile:

1. ,,0[d]y= y”: sugerdnd, ca ¢ este o functie care, aplicata la un element din imaginea sa, re-
turneaza acelasi element si astfel indicand o proprietate de idempotenta sau o functie bijectiva pe
imaginea sa.

Iar, o functie bijectiva asociaza fiecarui element din domeniu un element distinct din imagi-
nea sa, iar imaginea sa coincide exact cu codomeniul - adica ,,acopera” complet multimea-tinta fara
sa lase ,,nimic neatins”.

Precum spre exemplu:

O ,,functie injectiva” (dar nu surjectiva) ar fi o functie care printr-o anumita ,,regula de aso-
ciere a elementelor din «celalalt domeniu»” ar face ca:

f: {1) 2) 3} - {1) 2) 3) 4) 5}

f(1) =2
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f(2) = 4
f(3)=5

Unde {1, 2, 3} ar reprezenta domeniul, {1, 2, 3, 4, 5} ar reprezenta codomeniul iar {2, 4,
S5}ar reprezenta ,,imaginea”.

Si ar fi ,,injectiva”, intrucat la ,,elemente distincte” ar asocia ,,alte elemente distincte”.
Sinu ar fi ,,surjectiva”, intrucat elementele 1 si 3 din ,,codomeniu” nu sunt cu nimic ,,asocia-

»

te
Iar:

O ,.functie surjectiva” (dar nu injectiva) ar fi o functie care printr-o anumita ,,regula de aso-
ciere a elementelor din «celdlalt domeniu»” ar face ca:

g: {1, 2, 3, 4} d {1, 2, 3}

g)=1
g(2)=2
g(3) =2
g4 =3

Unde {1, 2, 3, 4} ar reprezenta domeniul, {1, 2, 3} ar reprezenta codomeniul iar {1, 2, 3}ar
reprezenta ,,imaginea”, intrucat, desi elementul 2 se repetd, deja era mentionat.

Si ar fi ,surjectiva” intrucat toate elementele din codomeniu sunt ,,atinse” cel putin o data.
Si nu ar fi injectiva, intrucat g(2) e identic cu g(3) si ambele sunt reprezentate de catre ele-
mentul 2 — din codomeniu.

Si —1n cele din urma:

O ,,functie bijectiva” (adica atat injectiva cat si surjectiva) ar fi o functie care printr-o anumi-
ta ,,regula de asociere a elementelor din «celdlalt domeniu»” ar face ca:

h: {1, 2, 3} - {4, 5, 6}

h(1)=5
h(2) = 4
h(3) = 6

Unde {1, 2, 3} ar reprezenta domeniul, {4, 5, 6} ar reprezenta codomeniul iar {4, 5, 6}ar re-
prezenta ,,imaginea”.

Si ar fi ,,injectiva” pentru ca unor elemente distincte din domeniu ar asocia elemente distinc-
te din codomeniu.

Si — n acelasi timp — ar fi si ,,surjectiva” pentru ca — pur si simplu - tuturor elementelor din
codomeniu le-ar fi ,,asociate” elemente din ,,domeniu”.

Oricum — revenind:
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2. ,0(aUb)=(da) U (db)”: sugerand ca, functia ¢ pastreaza reuniunea multimilor, o proprie-
tate importanta Tn teoria multimilor.

3. ,,0 A=":sugerand cd, imaginea multimii vide prin ¢ este multimea vida.
4.aCb- daC db: sugerand ca, functia ¢ este monotona - pastreaza ,,incluziunea”.

5. ¢(anb) C (da)n(db): sugerand cd, imaginea intersectiei prin ¢ este inclusa in intersectia
imaginilor — desi, de fapt egalitatea nu este garantata decat daca ¢ este injectiva.

De fapt, precum spre exemplu:
Fie s= {1, 2, 3}, k= {1, 2} si ¢x= x+1.
Si atunci:

ok= {01, $p2}= {2, 3}.

Iar daca, a= {1}, b= {2}, atunci:
aub={1, 2}

d(aub)=o0{1, 2}={2, 3}.

(¢a) U (¢b)= {2} U {3}= {2, 3}
Confirmand proprietatea:

¢(a U b)= (¢a) U (¢b).

Ori — cu alte cuvinte:

Fie ¢ o functie definita pe o multime s si fie k Cs.
Atunci ¢k este multimea formata din ¢x pentru toate x € k.

Formal: ¢k= {y | 3x €k, ¢x=y}.

Iar, pentru functii post-fixate, k¢ are o definitie similara.

Si — 1n acest context — o astfel de functie are urmatoarele proprietati:
¢ aplicata la imaginea sa returneaza acelasi element: ¢(dy)=y.

¢ pastreaza reuniunea: ¢(a U b)= (da) U (¢b).

¢ aplicata multimii vide da multimea vida: ¢ J= .

Daca a C b, atunci ¢a € ¢b.
Imaginea intersectiei este inclusa In intersectia imaginilor: ¢(anb) C(pa)n(¢pb).
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,,Sit a quaedam classis; tunc a N K sive K na, sive K a, classes omnes indicat formae a N x,
sive X N a, xa, ubi x est classis quacumgque; scilicet K a indicat classes quae in a continentur. ~ For-
mula x € K a idem significat quod x e K. x O a.

Hac conventione quandoque utimur; ita K N significat numerorum classem.

Similiter, si a est classis, K U a indicat classes quae a continent.

Sit a numerus; tunc a + N, sive N + a, numeros indicat numero a maiores; a X N, sive N X a,
sive N a indicat multiplices numeri a; a™ indicat potestas numeri a; N*> N* ... indicat numeros qua-
dratos, vel numeros cubos ...

Functional signorum aequalitatem, productum, potestas, ita definire licet:”

Fie a 0 anumita clasa — multime.

Atunci anK ori Kna sau Ka, indica toate clasele de forma anx, sau xna, sau xa, unde x este
o clasa oarecare.

Cu alte cuvinte, Ka indica clasele care sunt continute in a.

Formula x € Ka Tnseamna acelasi lucru ca x e K Ax Ca. Iar, aceasta conventie o folosim
uneori; astfel, KN reprezinta clasa numerelor.

Tn mod similar, daci a este o clasd, K U a indici clasele care contin a.

Daca a este un numar, atunci a+N, sau N+a, indica numerele mai mari decat a; axIN, sau
Nxa, sau Na, indica multipli ai numarului a; a™ indica puterile numarului a; N?, N ... indicd numere-
le patrate, respectiv numerele cubice ...

Egalitatea, produsul si puterile semnelor functionale pot fi definite astfel:

Notatia originala Interpretare contemporana
Def. seK.d,yeF's:D..0=y:=:xes.Daca sekK, ¢, yeF's (unde F's reprezinta
0. o0x=yx multimea functiilor prefixate definite pe s)
atunci: = P:=V x € s, dpx= Ix
Def. seK.deFs.peF¢s.xes:D.ypx=Daca seK, deF's, yeF(ds) si xes,
Y(0x) atunci:
Pox= Y(ox)

»ltaque, in definitionis hypothesi, erit y¢ novum functionis praesignum; idque productum
signorum Y et ¢ vocatur.
Similiterque, si ¢, Y sunt functionis postsigna. haec valet propositio:”

Astfel, in ipoteza definitiei, ¢ este un nou simbol functional prefixat, numit produsul —
compozitia - semnelor Y si ¢.

In mod similar, daca ¢ si ¢ sunt simboluri functionale post-fixate, aceasta propozitie este va-
labila.

Notatia originala Interpretare contemporana

seK.peF's.dpsDs:D: ¢ds Os. ¢popds Os. etc. Dacd seK, ¢eF's si ¢sCs, atunci: ¢PsCs,
ddds C s si asa mai departe.
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,Funcitones ¢, ¢dd ... iteraiae vocantur, et communiter signis ¢ ¢* ... indicantur, ut opera-
tionis ¢ potestates.

Si vero ¢ est functionis postsignum, ha faciliori notatione, absque ambiguitate,
uti licet:”

Functiile ¢, ddo ... se numesc ,,functii iterate” si sunt notate in mod obisnuit cu ¢% ¢* ... ca
puteri ale operatiei ¢.

Daca, insa, ¢ este un simbol functional post-fixat, se poate folosi o notatie mai simpla, fara
ambiguitate:

Notatia originala Interpretare contemporana
Def. seK.0pes’F.s¢pOs:D:01=¢.¢2=0¢¢.Daca seK, ¢esF si sdpCs, atunci:
03 = ddo. etc. o1= ¢, 62= 00, 3= ¢d¢ si asa mai departe

Asa incat, domnul Peano continua sa dezvolte un sistem formal pentru logica matematica,
teoria multimilor si aritmetica, definind operatii pe clase — multimi - si functii, precum si iterarea
functiilor, folosind notatii precum Ka, ¢¢ si ¢n, unde simbolurile K, F's si s'F reprezintd, respectiv,
clasa claselor (multimea multimilor) functiile prefixate pe s si functiile post-fixate pe s.

Deci:

Ka: Reprezinta multimea tuturor submultimilor lui a, adica {x | x Ca}. De exemplu, daca a=
{1, 2}, atunci Ka= { &, {1}, {2}, {1, 2} }.

x € Ka: Echivalent cu x e K A x C a, adica x este o multime continuta n a.

KN: Reprezinta clasa numerelor naturale - sau o clasa similara, In functie de contextul siste-
mului lui Peano.

K U a: Reprezinta multimile care contin a, adica {x | a € x}.
Numere:

a+N: Reprezinta numerele mai mari decét a, adica {a+n |n € N}, unde N este multimea nu-
merelor naturale.

axN: Reprezintd multipli lui a, adicid {a-n|n€N}.
a": Reprezinta puterile lui a, adicd {a" | n€ N}.
n’, n*: Reprezintd numerele patrate ({n* | n € N}) si, respectiv, cubice ({n* | n€ N}).

Egalitatea functiilor: ¢= {y inseamna ca ¢x= Yx pentru orice x €s — precum in contempora-
neitate s-ar defini egalitatea functiilor

Compozitia functiilor: Yox= P(dx) defineste compunerea functiilor, unde ¢ se aplica mai in-
tai, apoi y.
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Spre exemplu, daca ¢x= x+1 si Yx= x2, atunci Yopx= Y(x+1)= (x+1)2.

Iterarea functiilor: Daca ¢s Cs, atunci ¢ poate fi aplicata repetat, rezultand ¢2= d¢, $3= ddd,
etc. De exemplu, daca ¢x= x+1, atunci ¢p2x= (x+1)+1= x+2.
Pentru functii post-fixate (x¢) iterarea este notata similar: $2= ¢¢ si asa mai departe.

Precum, spre exemplu:

Fie s= {1, 2, 3}, ¢x= x+1 (definita astfel incat ¢ps Cs, de exemplu, prin restrictie).
Atunci:

01= 2, $2= 3, ¢3= 4 poate fi definita doar pe submultimi ale lui s.

bs= {91, 92, 93}= {2, 3, 4}.

02x= ¢p(¢x) de exemplu, ¢p21= $2= 3.

Pentru a= {1, 2}, Ka= {d, {1}, {2}, {1, 2}}.
Desi, Tn acceptii contemporane:

Ka este echivalent cu P(a) multimea partilor lui a.
¢¢ reprezinta compunerea functiilor, notata astdzi ca ¢po¢.
on reprezinta aplicarea de N ori a functiei ¢, o notatie standard Tn matematica moderna.

Ori — cu alte cuvinte:

Fie a o multime.

Atunci Ka reprezinta toate submultimile lui a, adica {x | x Ca}.
De exemplu, KN este multimea numerelor naturale.

K U a reprezinta multimile care contin a.

Pentru un numar a:

a+N: numerele mai mari decat a.
axN: multipli lui a.

a": puterile lui a.

n% n*: numerele pitrate, cubice, etc.

Egalitatea functiilor ¢= {y Tnseamna ca ¢px= Px pentru orice x din domeniul s.

Compozitia functiilor este Ydx= Y(dx).

Daca ¢s Cs, functia ¢ poate fi aplicata repetat, rezultand ¢2, ¢3 si asa mai departe, numite
functii iterate.

Pentru functii post-fixate, 1= ¢, ¢2= d¢ si asa mai departe.

,In definitionis hypothesi, si M, N € N, erit ¢ (M + n) = (¢m)(¢n); (pm)n = ¢(mn)
Si hac definitione in arithmetica utimur, haec in A enimus. Numerum qui sequitur numerum

a signo faciliori a+ indicare possumus; tunc a + 1, a + 2 ... et, si b est numerus, a + b, sensum habent
a+, a + + ... quod a definitione in §1 patet.
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Propositionem 6 in §1 scribere possumus N+ DN. Si a, b, O sunt numeri, tunc a : +b . O sig-
nificat a + bc, et a : Xb . c significat abc.

Multi aliis proprietatibus gaudent functionem signa, praesertim si conditioni satisfaciunt: ¢px
=0y.D.x=Yy.

Functionis signum quod huic conditioni satisfacit vocatur a clarrissimo Dedekind simile
(,,ahnliche Abbildung”).

Sed his exponendis locus deest.”
In ipoteza definitiei, dacd m, n € N, atunci: ¢(m+n)= (¢m)(¢n) si (pm)n= ¢p(mn)
Iar, daca folosim aceasta definitie Tn aritmeticd, obtinem urmatoarele.

Numarul care urmeaza numarului a poate fi notat mai simplu cu a+; astfel, a+1, a+2 ... si da-
ca b este un numar, a+b, au sensul clar din definitia data n §1.

Propozitia 6 din §1 poate fi scrisa ca N+ CN. Daca a, b, ¢ sunt numere, atunci a:+b-c In-
seamna a+bc, iar a:xb-c Inseamna abc.

Multe alte proprietdti caracterizeaza simbolurile functiilor, in special daca satisfac conditia:
ox= gy - x=y.

Un simbol functional care Indeplineste aceasta conditie este numit, conform ilustrului Dede-
kind, dhnliche Abbildung - functie similara sau injectiva.

Dar, nu este loc aici pentru a detalia aceste proprietati.”
Asa Tncat:

In ceea ce — In continuare - priveste proprietitile functiilor:

Prin ,,¢(m+n)= (¢ém)(én)” domnia sa sugereaza ca functia ¢ transforma adunarea numerelor
naturale Intr-o operatie (notatd aici ca ,,produs”) pe imaginea sa.

Spre exemplu, daca ¢ este o functie care mapeaza numerele naturale Intr-o alta structura,
aceasta proprietate indica un soi de omomorfism.

Prin ,,(¢m)n= ¢p(mn)” domnia sa descrie o proprietate legata de exponentiere sau multiplica-
re repetata.

Spre exemplu, daca ¢ este o functie care respecta structura multiplicativa, aplicarea lui ¢ la
M de N ori echivaleaza cu aplicarea lui ¢ la produsul mn.

In ceea ce priveste notatia succesorului:

a+: reprezinta succesorul numarului a, adica a+1, domnia sa propunand aceasta notatie pen-
tru a simplifica scrierea numerelor consecutive: a+1, a+2 si asa mai departe.

a+b: reprezinta adunarea standard
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a+, a++: reprezintd a+1, a+2 si asa mai departe

In ceea ce priveste ,,propozitia 67, adica ,,N+ C N”:

Aici, N+ reprezinta mul{imea numerelor naturale obtinute prin aplicarea succesorului (adica
{n+1 | neN}). Si este inclusa in N, ceea ce reflecta proprietatea ca succesorul unui numar natural
este tot un numadr natural.

In ceea ce priveste operatiile aritmetice:

a:+b-c: inseamna a+bc, adica adunarea lui a cu produsul b-c.
Si este o notatie care clarifica ordinea operatiilor.

a:xb-c: inseamna abc, adica produsul numerelor a, b si c.

Si totodata domnia sa mentioneaza functiile injective - ,dhnliche Abbildung” — alaturi de
proprietatea:

Daca ¢x= ¢y - x=y, atunci ¢ este o functie injectiva.

De fapt, este pur si simplu o ,,axioma”, asumata prin definirea generica a oricarei ,,functii in-
jective”.

Care reprezintd — la randul sau - o referinta la conceptul de injectivitate — de altfel esentiala
in teoria multimilor si algebra, Intrucat ,,garanteaza” ca functia nu asociaza elemente distincte acelu-

iasi ,,rezultat”.

Altfel spus, orice ,,functie injectiva” asociaza fiecarui element din domeniul sau de definitie
un singur si absolut distinct element, din imaginea sa.

Cu alte cuvinte - Tn acest context - o functie injectiva respecta regula prin care s-ar presupu-
ne ca ,,succesori diferiti provin de la predecesori diferiti”.

Adica daca doud numere naturale produc rezultate identice printr-o operatie, atunci ele tre-
buie sa fie acelasi numar de la nceput

Sau — pur si simplu - Tn multimea numerelor naturale construite pas cu pas, o functie injecti-
va pastreaza ,,identitatea” fiecarui numar.

Precum spre exemplu:
Daca ¢x= x+1 pe N, atunci: ¢(m+n)= (m+n)+1
lar: (¢m)(¢n)= (m+1)(n+1).

Doar ca, aceasta nu satisface ¢(m+n)= (¢m)(én) deci ¢ trebuie sa fie o functie specifica -
spre exemplu, un omomorfism multiplicativ.
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Pentru succesor, daca a= 3, atunci a+= 4, a++= 5 si asa mai departe.

Daca ¢x= 2x, atunci ¢(m+n)= 2(m+n)= 2m+2n, iar (¢pm)(¢pn)= (2m)(2n)= 4mn, ceea ce arata
ca proprietatea depinde de natura lui ¢.

Cu alte cuvinte:

Daca m, n € N, atunci o functie ¢ satisface:

o(M+n)= (¢m)(¢n) si (¢m)n= ¢(mn).

Tn aritmetica, a+ Tnseamna succesorul lui a, adica a+1, astfel incat a+1, a+2 ... si a+b sunt de-
finite conform §1.

Propozitia N+ C N afirmd ca succesorii numerelor naturale sunt tot numere naturale.
Pentru numere a, b, c:

a:+b-c Inseamna a+bc.
a:xb-c Inseamna abc.

Functiile care satisfac ¢x= dy — x=y sunt injective.
Precum spre ultim exemplu:

Sa consideram ,,functia succesorului” oricarui numar ,,n”:
¢(n)=n+1

Aceasta este o functie injectiva, Intrucat:

Daca ¢(m)= ¢(n) atunci m+1=n+1 - m=n.

Iar — tocmai — aceasta ,,axiomata” proprietate este folosita in definirea succesorilor pentru a
asigura ca fiecare numar natural are un succesor unic si ca N este o multime fara ... dubluri.

Si atunci — revenind:
,Declarationes.

Defenitio, vel breviter Def. est propositio formam habens x = a, sive a D . X = a, ubi o est
signorum aggregatus sensum habens notum; x est signum, vel signorum aggregatus significatione
adhuc carnes; o vero est conditio sub qua definitio datur.

Theorema, (Theor. vel Th) est propositio quae demonstratur.

Si theorema formam habet a O [3, ubi « et § sunt propositiones, tunc a dicitur Hypothesis
(Hyp. vel breviter Hp.) B vero Thesis (Thes. vel Ts.).

Hyp. ac Ts. a Theorematis forma pendent; nam si loco a D 3 scribemus —f8 O —a, erit —3 Hp,
et —a Ts.; si vero scribemus a — = A Hp. ac Ts. absunt.
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In quolibet § signum P quod quidam numerus sequatur, propositionem indicat eiusdem §
Hoc numero signatam. logicae propositiones indicantur signo L et propositiones numero.

Formulae quae in una linea non continentur, in altera linea, nullo interposito signo, sequun-
tur.

Declaratii.

Definitie, sau pe scurt Def., este o propozitie care are forma x = a, sau & D ** x = a, unde «
este un grup de simboluri cu un sens cunoscut; x este un simbol sau un grup de simboluri a caror
semnificatie nu este Tnca stabilitd; iar o reprezinta conditia sub care se face definitia.

Teorema, (notata Theor. sau Th.) este o propozitie care se demonstreazd. Daca teorema are
forma a D [, unde « si [ sunt propozitii, atunci o se numeste Ipoteza (Hyp. sau pe scurt Hp.) iar 8
se numeste Teza (Thes. sau Ts.).

Ipoteza si teza depind de forma teoremei; de exemplu, daca in loc de a D [ scriem —f3 D
—a, atunci —3 devine ipoteza, iar —a devine teza.

Daca, insa, scriem o — 3 = A, ipoteza si teza lipsesc.

In orice paragraf (§) simbolul P urmat de un anumit numar indicd o propozitie din acelasi
paragraf, marcata cu acel numar.

Propozitiile logice sunt indicate prin simbolul L si prin propozitii numerotate.

Formulele care nu sunt cuprinse intr-o singura linie continua pe urmatoarea linie, fara a fi in-
serat vreun simbol intre ele.

Deci:
LARITHMETICES PRINCIPIA.

§1. De numeris et de additione.

Explicationes.

Signo [N significat numerus (integer positvus).
ur
>> 1 >> unitas.
>> a+l >> sequens a, sive a plus 1.
>> = >> est aequalis. Hoc ut novum signum Oonsiderandum est, etsi logicae
signi figuram habeat.

42 Simbolul ,, > ” - Tn acest context — va reprezinta implicatia materiala sau conditionala.

Si se citeste ,,implica” sau ,,daca ... atunci ...”

Precum spere exemplu: P O Q inseamna ,,daca P, atunci Q” ori cu mai multe cuvinte, ,,daca ceea ce se afirma
prin P este adevdrat, atunci si ceea ce se afirma prin Q este adevarat”.

Desi desigur, 1n teoria multimilor, poate reprezenta incluziunea inversa stricta, lipsita de egalitate, dar acum nu
este cazul.
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Axiomata.
1. leN.
2. aeN.D.a=a.
3. a,b,ceN.D:a=b.=.b=a.
4. a,beN.D..a=b.b=c:D.a=c
5. a=b.beN:D.aeN.
6. aeN.D.a+1leN.
7. a,beN.D:a=b.=.a+1=b+1.
8. aeN.D.a+1-=1.
9. keK.. lek..xeN.xek:Dx.x+1ek::D.NDk.
Definitiones.”
10.  |2=1+1;3=2+1;4=3+L;etc.
Cu alte cuvinte:
PRINCIPIILE ARITMETICII
§1. Despre numere si adunare
Explicatii.
Simbolul N semnifica numar (Intreg pozitiv)
1 unitatea
a+l succesorul lui a
sau a plus 1
= este egal
Acest simbol trebuie
considerat ca un simbol
nou, desi are forma unui
simbol logic.
Axiome

Notatia originala

Notatia contemporana

Limbaj natural

1.

leN.

1eN

1 este un numar natural.

2.

aeN.D.a=a.

aeN> >a=a

,Orice lucru este egal cu el n-
susi”:

Daca a este un numar natural,
atunci a este egal cu el Insusi.
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3.

a,bceN.D:a=b.=.b=

d.

a,b,ce N> (a=b)=(b=
a)

»Simetria egalitatii”:

Daca a, b, c sunt numere naturale,
atunci daca a este egal cu b, b este
egal cu a.

a,beN.D..a=b.b=c:
J.a=c.

a,b,ce N> ((a=b) A (b
=C)Da=0)

, Lranzitivitatea egalitatii”:

Daca a, b, c sunt numere naturale,
atunci daca a este egal cu b si b
este egal cu c, atunci a este egal
cuc.

a=b.beN:D.aeN.

(a=b)A(be N)oaeN

,Compatibilitatea cu apartenenta
la N”

Daca a este egal cu b si b este un
numar natural, atunci a este un
numar natural.

aeN.D.a+1eN.

aeN»>a+1eN

Daca a este un numar natural,
atunci succesorul lui a (adica a +
1) este un numar natural.

a,beN.D:a=b.=.a+1
=b+1.

a,be N>((@a=b)=@+1
=b+1)

Dacad a si b sunt numere naturale,
atunci a este egal cu b daca si nu-
mai daca succesorul lui a este egal
cu succesorul lui b.

aeN.D.a+1-=1.

aeN»>»a+1#1

Daca a este un numar natural,
atunci succesorul lui a nu este
egal cu 1.

keK. . lek..xeN.xe€
k:DOx.x+1ek:D.NDk.

ke Ko(lekAaA(¥Vx e
N,xekox+1ek)>D
N Cck

A

Principiul inductiei matematice

Orice multime k care contine 1 si
este Tnchisd in raport cu functia
succesor contine toate numerele
naturale.

Ori:

Orice multime care contine 1 si
este Inchisa in raport cu functia
succesor (adica, pentru orice nu-
mdr care este continut Tn acea
multime si succesorul sau tot Tn
aceasta este continut) contine toa-
te numerele naturale.

Definitii.
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Notatia originala Interpretare 1n limbaj natural

10. 2=1+1;3=2+1;4=3+1;etc. Numerele naturale sunt definite recursiv: 2 este
succesorul lui 1, 3 este succesorul lui 2, 4 este
succesorul lui 3 si asa mai departe.

Asa Tncat, In acceptiuni contemporane:

,IN” reprezintd multimea numerelor naturale, numerele Intregi pozitive, fara 0 (desi In inter-
pretarile contemporane 0 este uneori inclus).

,, € ” reprezinta — tot - simbolul de apartenenta — altfel spus: ,,este element al”.

,» D ” reprezinta — tot - implicatia logica — altfel spus: ,,daca ... atunci ...”

,V ” reprezinta — tot — ,,orice”, precum spre exemplu: orice x care este un numar natural (x
e N)”.

,» A ” reprezinta — tot — conjunctia logica, altfel spus ,,SI”

»7~ reprezinta inegalitatea.

,»a t 1”7 reprezinta succesorul lui a — altfel spus: ,,urmatorul numar natural”.

»2Axioma 9” reprezinta ,,principiul inductiei matematice”, care ,,garanteaza” ca orice proprie-
tate adevaratd pentru 1 si pastratd de functia succesor se aplica tuturor numerelor naturale.

Ori — cu alte cuvinte:

Axioma 1 stabileste ca 1 este un numadr natural.

Axiomele 2-5 definesc proprietatile egalitatii (reflexivitate, simetrie, tranzitivitate si compa-
tibilitate cu apartenenta la N).

Prin axioma ,,6” se axiomeaza functionalitatea functiei ,,succesor”.

Prin axioma 7 se axiomeaza faptul ca, functia ,,succesor” este injectiva.

Prin axioma 8 se garanteaza ca 1 nu este succesorul niciunui numar natural, intrucat — asa
precum abia am sugerat — multimea numerelor naturale nici in acceptiile peanoiene nu-1 include pe
,07.

In timp ce, prin axioma 9 se asigurd demonstrarea proprietitilor generice ale absolut tuturor
numerelor naturale.

Iar, prin definitie se prezinta numerele 2, 3, 4 si asa mai departe, ca succesori succesivi ai lui
1, stabilind astfel o constructie recursiva a numerelor naturale.

Si 1n cele din urmd, simbolul K din axioma 9 reprezinta o clasa (sau multime) arbitrara, folo-
sita pentru a formaliza principiul inductiei.

Oricum — revenind:
,Theoremata.”
Deci:

Teoreme.
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Notatia originala

Notatia contemporana

Limbaj natural

11. ‘2 eN 2eN Numarul 2 este un numar natural.
,Demonstratio:”
Deci:
Demonstratie:
Notatia originala Interpretare contemporana
P1. Pl1.1eN (D) P1: 1 € N (Axioma 1: 1 este un numar na-
tural).
1[a](P6). 1eN.D.1+1€eN 2) la: Din axioma 6 (a € N D a+1 € N)
O: Tnlocuind a cu 1, se obtine: 1 € N o 1
+1eN
Daca 1 este un numar natural, atunci
succesorul lui 1, adica 1 + 1, este un
numar natural).
(1(2).0:1+1eN 3) (D@): |Din(1)si(2)rezulta: 1+1 € N
Succesorul lui 1 este un numar natural.
P10.D: 2=1+1 4 P10: Din definitia 10, Intrucat 2 este succe-
sorulluil,2=1+1.
4).(3). (2,1 + DI[a, b](P5):D:2 €N |(Theor.) |(4)(3) |(2,1+ 1)a, b: Folosind axioma 5 (a =b
2,1+1) AbeN>aeN)cua=2sib=1
[a, b] + 1 si combinand (3) si (4) rezulta: 2
(P5): O: € N (Teorema).

,»INota. - Huius facillimae demonstrationis gradus omnes ecplicite scripsimus.
Brevitatis causa ipsam ita scribemus:”

Altfel spus:

Notd: Am scris explicit toti pasii acestei demonstratii extrem de simple.
Pentru concizie, demonstratia poate fi scrisa astfel:

Notatia originala

Notatia contemporana reformulata in limbaj na-

tural
P1.1[a]J(P6):D:1+1eN.P10.2, 1+ 1)[a,b]P1.1a: D :1+1 € N.P10.(2,1+1)a,b:
(P5) : O: Th. O :Th.
wvel:”

Sau si mai succint:
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P1.P6:D0:1+1eN.P10.P5:D: Th.

P1.P6:>:1+1 e N.P10.P5: o : Th.

Notatia originala

Notatia contemporand reformulatd in limbaj
natural

12.

3,4..eN.

3,4... e N
sau:
Pentruoricen>3,n € N

Adica, 3, 4 ... sunt elemente ale Iui N

13.

a,b,c,deN.a=b.b=c.c=d:D:a=d.

Tranzitivitatea egalitatii:

Daca a, b, ¢, d sunt numere naturale si a este
egal cu b, b este egal cu c si c este egal cu d,
atunci a este egal cu d.

a,bc,cde NAa=bAb=cAc=d-
a=d

Ceea ce reprezinta un soi de formalizare a

Dem. Hyp.P4: D:a,c,deN.a=c.c=
d .P4: D: Thes.

Din ipoteza si folosind proprietatea P4, re-
zulta ca a, ¢, d sunt numere naturale si a este
egal cu ¢, iar c este egal cu d.

Aplicand din nou P4, se obtine concluzia.

Ori:

Din ipotezasiP4 — a,c,d e N Aa=c A
c=d

Aplicand P4 rezulta concluzia.

14.

a,bceN.a=b.b=c.a-=c:= A.

Contradictie prin tranzitivitate:

Daca a, b, c sunt numere naturale si a este
egal cu b, b este egal cu c, dar a nu este egal
cu ¢, atunci avem o contradictie.

a,bce NAa=bAb=cAazc-> L

Aceasta este o teorema de tip ,reductio ad

absurdum”, prin care se demonstreaza ca
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ipoteza conduce la contradictie, deci este
imposibila.

In esentd, confirma ca egalitatea este tranzi-
tiva si consistenta.

Dem. P4 . L39 : D . Theor.

Din proprietatea P4 (tranzitivitatea egalita-
tii) si lema 39, rezulta o contradictie, deci
teorema este validd.

Din P4 si L39 rezulta o contradictie.

15.

a,bceN.a=b.b-=c:D.a-=c

Substitutia in inegalitate

Daca a, b, ¢ sunt numere naturale si a este
egal cu b, dar b nu este egal cu c, atunci a nu
este egal cu c.

Sau:

Daca doua numere sunt egale, atunci au ace-
easi relatie de inegalitate cu orice al treilea
numar.

a,bce NAa=b Ab#c - a#c

Aceasta este 0 consecinta directa a substitu-
tiei in egalitate.

Daca se stie ca a = b, atunci se poate Tnlocui
a cu b (sau invers) In orice expresie.

Deci daca b # c, atunci si a # ¢, pentru ca a si
b sunt acelasi numar.

16.

a,beN.a+1=b+1:D.a=hb.

Injectivitatea functiei succesor:
Daca a si b sunt numere naturale si succeso-
rii lor sunt egali (a+ 1=b+ 1) atunciasib
sunt egale.

Sau mai simplu:

Daca doua numere au acelasi succesor,
atunci numerele sunt egale.

a,beNAa+l1l=b+1-a=b

Sau Tn notatie peanoianda modernd, folosind
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functia succesor:
a,be N A S@=S(b) -a=b

/Aceasta este una din axiomele fundamentale
Peano - functia succesor este injectiva (unul-
la-unul).

Cu alte cuvinte, in timp ce numere egale au
succesori egali, numere diferite au succesori
diferiti.

Spre exemplu:

Daca, a=b=1 atunci S(a) = S(b) = S(1) =2
Deci. Doar daca S(a) = S(b), atuncia =b
Dar, daca:

a # b atunci si S(a) # S(b)

Spre exemplu:

Daca, a=1 iar b=3 atunci S(a) = 2 iar S(b) =
=4,deci a#b.

Ori altfel spus:

Daca se obtine acelasi rezultat adaugand 1 la
doua numere, atunci numerele erau egale.

Dar, dacd nu se obtine acelasi rezultat
addugand 1 la doua numere, atunci numerele
nu erau egale.

lar, tocmai aceasta este o conditia esentiald
pentru a se putea garanta ca numerele
naturale formeaza o progresie unica si bine|
definita: 0, 1, 2, 3 ...

Doar cd, domnia sa dedica — explicit -
urmdtorul paragraf tocmai cazului in care
doua numere nu sunt egale, pe care abia 1-
am sugerat.

17.

a,beN.D:a-=b.=.a+1-=b+1.

Echivalenta inegalitatii cu succesorii

75


https://esteticademersurilorinutile.com/
https://esteticademersurilorinutile.com/

.t" - esteticademersurilorinutile.gmail.com
esteticademersurilorinutile.com

Pentru orice numere naturale a si b: a este
diferit de b daca si numai daca succesorii lor
sunt diferiti (a+ 1 # b + 1).

a,be N (@azboa+t1#Zb+1)

Sau in notatie peanoiana modernd, folosind
functia succesor:

a,beN_ (@%b o S()#S(h))

Aceasta este conversa teoremei 16. Impreu-
na, teoremele 16 si 17 stabilesc ca functia
succesor pastreaza si reflecta relatiile de
egalitate/inegalitate:

Teorema 16: Daca succesorii sunt egali —
numerele sunt egale

Teorema 17: Numerele sunt diferite « suc-
cesorii sunt diferiti

Iar, asa ceva garanteaza ca functia succesor
este bijectiva Intre N si N{0}, adica o cores-
pondenta perfecta unul-la-unul.

Dem. P7 . L21 : D . Theor.

Din P7 si L21 — Teorema.

,Definitio.”
Ori:

Definitie.

Notatia originala

Notatia contemporana reformulatd n limbaj
natural

18.

a,beN.D.a+(b+1)=(a+b)+1

Proprietatea asociativa partiala a adunarii

Pentru orice numere naturale a si b: suma
lui a cu succesorul lui b este egala cu succe-
sorul sumei a + b.

Sau:

Adaugarea lui 1 la al doilea termen este
echivalenta cu adaugarea lui 1 la intreaga

suma.

Vabe N:a+(bb+1)=(@@+b)+1
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Sau:
Va,b e N:a+S(b)=S(a+b)

Iar, aceasta este o definitie recurenta fun-
damentald a adundrii in aritmetica Peano.
=»

Si ,stabileste cum se comporta” adunarea
cand al doilea operand este un succesor.

Precum spre exemplu:

3+Q+1)=3+3=6
(3+2)+1=5+1=6

De fapt, prin asa ceva se garanteaza ca ordi-
nea aplicdrii succesorului nu afecteaza re-
zultatul, ceea ce este esential pentru consis-
tenta definitiei adunarii in sistemul axioma-
tic peanoian.

,»INota. - Hanc definitionem ita legere oportet: si a et b sunt numeri, et (a+b) + 1 sensum ha-
bet (scilicet si a + b est numerus) sed a + (b + 1) nondum definitus est, Tunc a + (b + 1) significat

numerum qui a + b sequitur.

Ab hac definitione, et a praecedentibus deducitur:”

Nota: Aceasta definitie trebuie citita astfel: daca a si b sunt numere naturale si (a + b) + 1 are
sens (adica a + b este un numar natural) dar a + (b + 1) nu este Tnca definit, atunci a + (b + 1) repre -
zinta numarul care urmeaza lui a + b (adica succesorul lui a + b).

Din aceasta definitie si din cele precedente se deduce:

Notatia originala

Notatia contemporana reformulata in limbaj na-
tural

aeN.D. . a+2=a+(1+1])=(+1)+1

Dezvoltarea recurenta a adunarii

aeN.D .. a+t3=a+(2+1)=(a+2)+1,etc.

Pentru orice numar natural a:
a plus 2 este egal cu a plus (1 plus 1) care este
egal cu (a plus 1) plus 1

a plus 3 este egal cu a plus (2 plus 1) care este
egal cu (a plus 2) plus 1

Si asa mai departe pentru orice numar natural.

Vae N:
at2=a+(1+1)=(@+1)+1
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at3=a+(+1)=@+2)+1

vne N:a+(n+1)=(a+n)+1

Sau 1n notatia cu functia succesor:
Vae N:
a+S(S(0)=a+S(1)=S(a+1)
a+S(S(S(0))) =a+S(2)=S(a+2)

Aceasta demonstreaza cum teorema 18 se aplica
recursiv, pentru a defini adunarea cu orice numar
natural:

2 =1+ 1 (definitia lui 2)
3 =2+ 1 (definitia lui 3)
... Si asa mai departe.

Si prin aplicarea repetata a teoremei 18, putem
calcula a + N pentru orice n € N prin aplicari
successive ale operatiei succesor.

Precum spre exemplu:

5+3=5+R2+1)=G+2)+1=G+1+1)+
1=(5+1)+1)+1=(6)+1)+1=(7)+1=8

,Theoremata.”

Teoreme.

Notatia originala

Notatia contemporand reformulatd in
limbaj natural

19. a,beN.D.a+beN. Adunarea este ,,inchisa” in N:
Pentru orice numere naturale a si b,
suma lor a + b este tot un numar natu-
ral.

Dem. aeN.P6:D:a+1eN:D:1€e[be]i(1) Demonstratia am re-interpretat-o in ac-

Ts.

ceptiuni contemporane:

aeN.D:beN.be[be]Ts:D:a+b
eN.P6
Ts.

)

Cazul de baza: Pentrub = 1:

aeN.1).(2.0:1e[be]Ts .. beN.
belbe]Ts:D:b+1e[be]Ts.. ([b
€] Ts )[k] P9 :: O: N [Db €] Ts . (L50)

Din a € N si P6 (axioma succesorului)
—-a+tleN

3)
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2 D:beN.DTs.

(3). (L42) : D:a,be N . D . Thesis.

(Theor.)

Pasul inductiv: Presupunema +b € N
si demonstrama + (b + 1) € N:

Din ipoteza inductiva: a+b € N
DinP6:(a+b)+1 e N

Din teorema 18:a+ (b+1)=(a+b) +
1

Prin substitutie:a+(b+ 1) € N
Concluzie: Din principiul inductiei
(P9) - vbe N:a+beN

20. Def.

atb+c=(a+b)+c.

Ordinea operatiilor pentru adunarea
multipla:

Prin ,,conventie”, expresia a + b + c se
interpreteaza ca (a + b) + c, adica se
efectueaza mai Intai operatia a + b,
apoi se adauga c la rezultat.

atb+c:=(a+b)+c
Aceasta este o conventie de notatie
care stabileste asociativitatea pentru

adundrile multiple.

Iar, In lipsa parantezelor, operatiile se
efectueaza de la stanga la dreapta.

Precum spre exemplu:
5+3+21inseamna (5+3)+2=8+2
=10

nuinseamna 5+ (3+2)=5+5=10
Si desi Tn acest caz, rezultatul este ace-
lasi (datorita asociativitatii adunarii)
totusi ,,conventia” este importanta pen-
tru:

a. Consistenta notatiei

b. Ordinea de calcul Tn algoritmi

c. Extinderea la operatii non-asociative
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De fapt, aceasta este o definitie pur no-
tationald prin care se stabileste cum sa
citim si sa interpretam expresiile mate-
matice. Si nicidecum nu sugereaza po-
sibile noi proprietati ale adunarii.

21.

a,b,ceN.D.a+b+ceN.

Rezultatul adunarii cu trei termeni
,ramane” in N:

Pentru orice numere naturale a, b si c,
suma lor a + b + c este tot un numar
natural.

Vabce N:a+b+ce N
Sau mai explicit, folosind definitia 20:
Vab,ce N:(a+b)+ce N

Aceasta este — de fapt - o extensie di-
recta a teoremei 19 care demonstreaza
ca Inchiderea adundrii se mentine si
pentru sume in care sunt implicati trei
termeni.

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, totusi s-ar putea accepta ca:

Dina,b € Nsiteorema 19 - a+b €
N

Din (a+b) € N, c € N si teorema 19
- (a+b)+ceN

Din definitia20:a+b+c=(a+b) +c
Prin substitutie:a+b+c € N

Precum, spre exemplu:

3,5, 7€ N
3+5+7=B3+5)+7=8+7=15 €
N

Iar, prin asa ceva se confirma stabilita-
tea structurala a multimii numerelor
naturale asupra careia se opereaza adu-
nari repetate.
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22.

a,b,ceN.DJ:a=b.=.at+tc=b+c

Proprietatea de simplificare a adunarii:

Pentru orice numere naturale a, b si c:
a este egal cu b daca si numai daca a +
cesteegal cub +c.

Va,bce N:(a=beoa+tc=b+0)

Aceasta este — de fapt - ,,legea simplifi-
carii pentru adunare”, prin care se poa-
te ,,elimina” acelasi termen din ambele
parti ale unei egalitati.

Precum, spre exemplu:

Daca5+2=5+2, atunci5=5

Dacax+2=5+2, atuncix =5

Dem.

a,beN.P7:D.1¢€[ce]Ts.
a,beN.Di:ceN.cel[ce]Ts .. D ..
a=b.=.a+c=b+c
atc,b+ceN:atc=b+c.=.a+
c+t+l=b+c+1..D..a=

(1

b.=.a+(c+1)=b+(c+1)..D ..
(c+1)e[ce]Ts.
a,beN.(1).(2):D::1€elce]Ts .. ce
[ce]eTs.D.(c+1)e[ce]

)

Ts::D::ceN.D.Ts.

3)

Demonstratia am re-interpretat-o in ac-
ceptiuni contemporane:

Demonstratie prin inductie dupa c:
Cazul de baza, c = 1:

Din a, b € N si P7 (proprietatea sub-
stitutiei) - (a=b o a+1=b+1)

Pasul inductiv:

Ipoteza inductiva: a=b - a+c=b +
C

De demonstrat: a=b - a+(c+1)=b
+(c+1)

Din teorema 19:a+c,b+c € N

Din ipoteza inductiva:a=b - a+c =
b+c

DinP7:a+c=b+c e (at+to)+1=
b+o)+1

Din teorema 18:a+ (c+1)=(a+c) +
1sib+(c+1)=(Mb+c)+1

Prin substitutie:a=b - a+(c+1)=b
+(c+1)

Concluzie: Din principiul inductiei —
Vvce N:(@a=boa+c=b+0)
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23.

a,bceN.D.a+(b+c)=a+b+c

Asociativitatea adunarii:

Pentru orice numere naturale a, b si c:
suma lui a cu (b + c) este egala cu
suma (a + b) + c.

Sau:

In adunarea a trei numere, nu conteaza
cum se grupeaza termenii intre paran-
teze.

Va,bce N:a+(b+c)=a+b+c

lar, asa ceva reprezinta asociativitatea
adundrii, una dintre proprietdtile fun-
damentale care permite sa se scrie a +
b + c fara paranteze, stiind ca rezultatul
este acelasi indiferent de ordinea calcu-
lelor.

Precum, spre exemplu:

2+(3+4)=2+7=9
(2+3)+4=5+4=9

Dem.

a,beN.P18.P20:D.1¢€[ce] Ts. (1)

a,beN.D..ceN.ce[ce]Ts:D:a
+(b+c)=a+b+c.P7
:D:ra+(b+o+1l=a+b+c+1.
P18

:Dra+(b+(c+1)=a+b+(c+1):(2)

D.c+1lece] Ts.
(1)(2) (P9) . D . Theor.

Demonstratia am re-interpretat-o in ac-
ceptiuni contemporane:

Demonstratie prin inductie dupa c:
Cazul de baza, c = 1:

Dina,b € N, P18si P20 - a+ (b +
1)=a+b+1

Pasul inductiv:

Ipoteza inductiva: a+ (b+c)=a+b +
C

De demonstrat: a + (b + (c + 1)) =a +
b+(c+1)

Din ipoteza inductiva:a+ (b+c)=a +
b+c

Din P7 (compatibilitatea cu +1): a + (b
+o)+tl=(@+b+c)+1

82



https://esteticademersurilorinutile.com/
https://esteticademersurilorinutile.com/

esteticademersurilorinutile.gmail.com
esteticademersurilorinutile.com

DinP18:a+((b+c)+1) =@+ (b +
0)+1
DinP18:a+(b+(c+1)=a+((b+c)
+1)

Din definitia 20: (a+b+c)+1=a+b
+t(c+1)

Prin substitutieza + (b + (c + 1)) =a +
b+(c+1)

Concluzie: Din P9 (inductia) — teore-
ma

24.

aeN.D.1+a=a+1.

Comutativitatea adunarii cu 1:

Pentru orice numar natural a: 1 plus a
este egal cu a plus 1.

Sau:

Nu conteaza daca se aduna 1 la incepu-
tul sau la sfarsitul unei expresii.

Vae N:1+a=a+1

Iar, asa ceva reprezintd — de fapt - pri-
mul pas cdtre comutativitatea completa
a adunarii: ,a+b=b +a”

Precum spre exemplu:

1+5=6=5+1
1+37=38=37+1

Dem.

P2.D.1¢ela€]Ts.
aeN.acelae]Ts

(1

:0:1l+1l=a+1:D:1+(@+1)=(a+
HN+1:D:(@a+1)elae]
Ts.

)

(1)(2). D . Theor.

Demonstratia am re-interpretat-o in ac-
ceptiuni contemporane:

Demonstratie prin inductie dupa a:
Cazul de baza, a = 1:

DinP2(1 € N) - 1+1=1+1 (trivi-
al adevarat)

Pasul inductiv:
Ipoteza inductiva: 1 +a=a+ 1

De demonstrat: 1 + (a+ 1) =(a+ 1) +
1
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Din ipoteza inductiva: 1 +a=a+1
Din P18 (asociativitatea partiala): 1 +
(@a+Dh)=(1+a)+1
Din ipoteza inductiva: (1 +a) + 1 = (a
+1)+1
Prin substitutie: 1 + (a+1)=(a+ 1) +
1
Concluzie: Din principiul inductiei re-
zultd teorema.

24°, a,beN.D.1+a+b=a+1+bh. Deplasarea lui 1 Tn sume multiple:
Pentru orice numere naturale a si b:
suma 1 + a + b este egald cu suma a +
1+b.
Sau:
Se poate deplasa numarul 1 1n interio-
rul unei sume fara sa se schimbe rezul-
tatul.
Vabe N:1+a+b=a+1+b

Dem Hyp.P24:D:1+a=a+1.P22:D ./4 Din ipoteza si P24: 1 +a=a+1

Thesis Din P22 (compatibilitatea cu aduna-

rea): 1+a+b=a+1+b
Sau:
Din ipotezd: a,b € N
Din P24:1+a=a+1
Din P22 (compatibilitatea egalitdtii cu
+b):
Dacal+a=a+1l,atunci(1+a)+b=
(@a+1)+b
Din definitia 20 (asociativitatea ...):
l+a+b=(1+a)+b
at+l+b=(@+1)+b
Prin substitutie: 1+a+b=a+1+b

25. a,beN.D.at+b=b+a. | Legea comutativitdtii adunarii:
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Pentru orice numere naturale a si b: a
plus b este egal cu b plus a.

Sau:

Ordinea termenilor in adunare nu con-
teaza.

Va,be N:a+b=b+a

/Aceasta este una dintre cele mai impor-
tante teoreme ale aritmeticii — prin care
se demonstreaza ca adunarea este co-
mutativa.

Precum, spre exemplu:

3+7=10=7+3
15+28=43=28+15

Dem.

aeN.P24:D:1€[be€]Ts.

(D)

Demonstratia am re-interpretat-o in ac-

aeN.D..beN.be[be]Ts:D:a+
b=b+a.P7

. O: (a+b)+1 = (b+a)+1 .(atb)+1 = a+
(b+1).(b+a)+1 =

1+ (b+a). 1 + (b+a) = (1 +b) +a .(1 +b)
+a=(b+1)+a:
D:a+(b+1)=(b+1)+a:D:(b+1)
€ [be] Ts.

)

ceptiuni contemporane:
Demonstratie prin inductie dupa b:
Cazul de baza, b =1:

Dina € NsiP24 - a+1=1+a

(1)(2). O . Theor.

Pasul inductiv:

Ipoteza inductivd:a+b=b +a
De demonstrat: a+ (b+1)=(b+ 1) +a

Demonstratia pasului inductiv:

Din P7 si ipoteza inductiva: a + b =b +
a—-((atb)y+1=(b+a)+1

Din P18: (a+b)+1=a+(b+1)
DinP18:(b+a)+1=b+(a+1)

Din P24:a+1=1+a

Prin substitutie: b+ (a+1)=b+ (1 +
a)
Din P23 (asociativitatea): b + (1 + a) =
(b+1)+a
Combinand:a+(b+1)=(b+1)+a

Concluzie: Din principiul inductiei —

8
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Vabe N:a+tb=b+a

26.

a,bceN.D:a=b.=.c+a=c+b.

Simplificarea la stanga in adunare:

Pentru orice numere naturale a, b si c:
a este egal cu b daca si numai daca c +
aeste egal cuc +b.

Sau:

Se poate adauga acelasi numar la stan-
ga ambelor parti ale unei egalitdti fara
sa schimbi validitatea acesteia.

Aceasta este — de fapt - versiunea stan-
ga a teoremei 22. Si Impreund, P22 si
P26 demonstreaza ca adunarea este
complet compatibild cu relatia de ega-
litate, asa Incat se poate adduga acelasi
termen pe oricare parte a unei egalitati.

Precum, spre exemplu:

Dacax=5,atunci3+x=3+5=8
Daca 7 +y =7 + 12, atunci y = 12
(prin simplificare)

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, totusi s-ar putea accepta ca, con-
siderand teoremele anterioare:

Din P25 (comutativitatea): c + a =a +
csictb=b+c

Din P22 (compatibilitatea la dreapta): a
=boa+c=b+c

Prin substitutie comutativa: a =b « c
+a=c+b

27.

a,b,ceN.D:a+tb+c=a+c+b.

,Interschimbarea” termenilor in sume
triple:

Pentru orice numere naturale a, b si c:
suma a + b + c este egalda cu sumaa + ¢

+b.

Sau:
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In suma a trei termeni, se pot in-
terschimba al doilea si al treilea termen
fara sa se schimbe rezultatul.

Vabce N:atb+c=a+c+b
Sau mai explicit, folosind definitia 20:
Va,bce N:(a+b)+c=(@+c)+b

lar, prin asa ceva se demonstreaza fle-
xibilitatea operatiilor Tn sume multiple.
Si este o consecinta directd a comutati-
vitatii si asociativitatii adunarii.

Precum, spre exemplu:

2+3+5=(2+3)+5=5+5=10
2+5+3=(2+5)+3=7+3=10

De fapt, aceasta teoremd este primul
pas spre demonstrarea faptului ca ori-
care permutare a termenilor unei sume
da acelasi rezultat, ceea ce reprezinta
principiul fundamental al adunarii ca
operatie comutativa pentru orice numar
de termeni.

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, totusi s-ar putea accepta ca, con-
siderdnd teoremele anterioare:

Din definitia20:a+b+c=(a+b) + ¢
siatc+b=(a+c)+b

Din P25 (comutativitatea): b + c = c +
b
Din P26 (compatibilitatea la stanga):

Dacab+c=c+b,atuncia+ (b+c) =
a+(c+b)

Din P23 (asociativitatea):
at(b+c)=(a+b)+c

at(ctb)y=(a+c)+b

Prin substitutie:
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(atb)+c=a+b+c=(a+c)+b=a+
c+b

28.

a,b,c,cdeN.a=b.c=d:D.a+c=b+d.

Adunarea egalitatilor:

Pentru orice numere naturale a, b, c si
d: daca a este egal cu b si c este egal cu
d, atunci a + c este egal cu b + d.

Sau:

Se pot aduna egalitdtile: daca sunt doua
egalitati separate, suma partilor stangi
este egald cu suma partilor drepte.

Vab,c,de N:(a=b Ac=d) - a
+c=b+d

Si reprezinta o proprietate fundamenta-
13 care permite combinarea egalitatilor
prin adunare.

Si este esentiald pentru manipularile al-
gebrice si pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii.

Precum, spre exemplu:

Dacax=3siy=5,atuncix +y =3+
5=8
Dacaa=7sib=12,atuncia+b=7+
12=19

Daca 2x = 6 si 3y = 9, atunci 2x + 3y =
6+9=15

Si mai mult chiar, este o teorema fund-
mentala pentru:

Adunarea ecuatiilor 1n sisteme liniare
Manipularea algebraica complexa
Conservarea egalitatii in transformari
matematice.

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, totusi s-ar putea accepta cd, con-

siderand teoremele anterioare:

Din ipoteza: a=bsic=d

88



https://esteticademersurilorinutile.com/
https://esteticademersurilorinutile.com/

.t" - esteticademersurilorinutile.gmail.com
esteticademersurilorinutile.com

Din P22 (compatibilitatea la dreapta):

Dacaa=b,atuncia+c=b+c

Din P26 (compatibilitatea la stanga):

Dacac=d, atuncib+c=b+d

Din tranzitivitatea egalitatii (P4):

atc=b+csib+tc=b+d - a+c=

b +d.
,,82. De substractione.
Explicationes.”

Signo - legitur minus.

>> >> est minor.

>> >> est maior.

Cu alte cuvinte:
§2. La scadere.
Explicatii.

Simbolul = se citeste ,,minus” Se specifica faptul
ca simbolul ,,—” re-
prezintd  operatia
de scadere.

>> < >> ,,este mai mic” Se defineste relatia
de ordine ,<” ca
indicand faptul ca
un numar este mai
mic decat altul.

>> > >> este mai mare”  |In mod similar, re-
latia ,>” indica
faptul ca un numar
este mai mare de-
cat altul.

,Definitiones.”
Definitii.
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Notatia originala

Interpretare contemporané

1

a,beN.D:b-a=N{[xe](x

+a=b).

Pentru orice a, b € N, definim b—a ca fiind un nu-
mar natural x € N astfel Incat x+a=b.

De fapt — tocmai - aceasta este o definitie a ope-
ratiei de scadere in multimea numerelor naturale.
Iar, scaderea b—a este valabila doar daca exista
un numar natural x care, addugat la a, da b.

Spre exemplu, daca b= 5 si a= 3, atunci b—a=
5-3= 2, deoarece 2+3= 5. Daca b<a, scaderea nu
este definita in N, Intrucat rezultatul nu ar fi un
numar natural.

a,beN.D:a<b.=.b-a-

= A.

Pentru orice a, be N, definim a<b ca fiind echi-
valent cu faptul ca b—a este definit (adica, exista
un numar natural nenul).

Aici, relatia ,,mai mic” (<) este definita in functie
de scadere. a < b Tnseamna ca b — a este un nu-
mar natural pozitiv (nenul).

Spre exemplu, 3<5 deoarece 5—-3= 2, care este un
numar natural pozitiv.

a,beN.D:b>a.=.a<hb.

Pentru orice a, be N, definim b>a ca fiind echi-
valent cu a<b.

Aceasta este — de fapt - o definitie simetrica a re-
latiei ,,mai mare”.

Daca a<b, atunci b>a.
Este o proprietate reflexiva a ordinii, care confir-

ma ca ,mai mare” este inversul relatiei ,mai
mic”

Notatia originala

Interpretare contemporana

atb—c =
(a-b)—c.

(atb)—c; a-b+c = (a-b)+c;

a-b—c

Adica:

a+b—c = (a+b)—c;
a—b+c = (a-b)+c;
a—b—c =(a-b)-c.

Aceste egalitati definesc asociativitatea operatii-
lor de adunare si scadere si — totodata - specifica
ordinea in care operatiile sunt efectuate:
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Pentru a+b—c, mai intai se calculeaza a+b, apoi
se scade c.

Pentru a—b+c, mai intai se calculeaza a—b, apoi
se adauga c.

Pentru a—b—c, mai intai se calculeaza a—b, apoi
se scade c.

Asa Incat, aceste reguli sunt similare cu acelea
din aritmetica standard si clarifica faptul ca ope-
ratiile de adunare si scadere nu sunt asociative in
mod direct, ci trebuie efectuate in ordinea indica-
td de paranteze.

,Theoremata.”

Adica:

Teoreme.

Notatia originala

Notatia contemporana reformulatd in
limbaj natural

4.

a,b,ab'eN.a=a.b=b':D:b-a=
b'-a'.

Conservarea diferentei sub egalitate:

Vab,a,be N:(a=a" Ab=b) -
(b-a=b"-a")

Daca doua perechi de numere naturale
sunt egale element cu element, atunci
diferentele dintre elementele din fieca-
re pereche sunt egale.

Aceasta este o proprietate fundamenta-
1a prin care se arata ca operatia de sca-
dere este bine definitd - nu depinde de
reprezentarea numerelor, ci doar de va-
lorile lor.

Este — de fapt - echivalentul pentru
scadere a proprietatii ca adunarea este
bine definita.

Precum spre exemplu:

Dacia=7,b=12,a =7,b" =12,
atunci 12-7=5si12-7=5
Dar,dacaa=5,b=9,dara'=6,b'=9,

atunci9-5=4#9-6=3
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Asa incat, aceasta proprietate ,garan-
teaza” ca ecuatiile de forma x + a = b
au solutii unice.

Dem. Hyp.O:x+a=b.=.x+a'=b": Daca:a=a'sib="b'
Thesis. Din definitia diferentei: b — a este ,,uni-

cul x”, astfelcax+a=b
Si tot asa:b' — a' este ,,unicul x” astfel
cax+a =b'
Si atunci, inlocuinda=a'sib=b'in a
doua ecuatie: x +a=b
Si considerand ,,unicitatea”:
b-a=b-a

5. a,beN.D:a<b.=.b-aeN. Caracterizarea ordinii prin diferenta:

Va,be N:a<b o(b-a)e N

Un numadr natural este mai mic decat
altul daca si numai daca diferenta lor
este un numadr natural pozitiv.

Asa incat, se poate definii relatia de or-
dine prin intermediul scaderii.

Si 1n loc sa se defineasca separat ,,<”,
se poate defini existenta unei diferente
pozitive.

Asa 1ncat, asa ceva ,,leaga” conceptul
de ,,ordine” de cel de ,,operatie aritme-

=»

tica”.

Spre exemplu:
3<8pentruca8-3=5€ N

Doar ca:
7 <J4pentrucad-7=-3 ¢ N (nume-
rele negative nu sunt in N)

Si:6 <J6pentruca6-6=0 & N (zero
nu este iIn N, In ,,sistemul — clasic -
Peano™)

lar, toate acestea permit determinarea
ordinii numerelor prin calculul diferen-
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tei, ceea ce reprezinta fundamentul ori-
carui algoritm de sortare.

Dem.

a,beN:D..x,yeb-a.0x,y:x,y€
N.x+ta=b.yta=b.

(1

81 P22:D:x=y.

a,beN.a<b.P2
.(H):D..b-a-=A:x,yeb-a.
O.x=y:(N,b-a)ls, k]

(L56) .. O .. b—aeN.

)

a,beN.b-aeN.(L56):D:b-a-
= A:D:ra<b.

3)

(2)(3). D . Theor.

In prima instanta, s-ar putea presupune
ca,a<bsia,b eN

Din definitia lui ,<” : 3x eNcux +a
=b

Dar, data fiind definitia diferentei: b —
a=xeN

Apoi s-ar putea presupune ca:
b-aeN

Atunci 3x e N asaincat, x=b —a
Dar, din definitia diferentei: x +a=b
Iar, prin definitia lui ,,<”:a <b

Si atunci: b —a e N.

a,beN.a<b:D.b-a+a=h.

Proprietatea fundamentala a scaderii:
Va,b e N:a<b - (b-a)+a=b

Daca a este mai mic decat b, atunci
adunand a la diferenta b - a se obtine ...
Tnapoi b.

Aceasta este proprietatea de ,inapoie-
re” a scaderii - daca se scade ceva si
apoi se aduna inapoi, se obtine numa-
rul initial.

Este - de fapt - ,,inversul adunarii” pen-
tru cazul cand scaderea este posibila.

Spre exemplu:
a=3,b=10:10-3=7si7+3=10

Oricum, verificarea corectitudinii ope-
ratiilor de scadere reprezinta o metoda
fundamentald in aritmetica.

Dem.

Hyp.P5.P1:0O:b-aeN.b-a)e
[xelx+a=b):0:
Thes.

Din premisa s-ar putea presupune ca: a
<b

Si din teorema 5, ca:b—a e N

Din definitia diferentei: b — a este toc-
mai unicul x eNcux+a=b.
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Doar ca, prin definitie: (b —a) +a=b
Deci:b—-a+a=bh.

a,b,ceN.D:c=b-a.=.c+a=h.

Echivalenta definitiilor scaderii:
Va,bce N:c=b-a~c+a=b

Un numar c este diferenta dintre b si a
daca si numai daca c plus a este egal cu
b.

Asa incat, asa ceva ofera doua modali-
tati echivalente de a Intelege scaderea:
fie ca operatie directa (b - a), fie ca
operatia inversa a adunarii (ce numar
adunat la a da b?).

Precum, spre exemplu:

c=8,a=2,b=10:8=10-2 - 8+2
=10

Sau: ,,Ce numar adunat la 15 da 23?”
23 - 15 = 8, verificare: 8 + 15 =23
lar, asa ceva permite rezolvarea

ecuatiilor de forma ,x + a = b” prin
transformare lor in forma ,x = b - a”.

Dem.

Hyp . 81 P22 . P6
:J:c=b-a.=.cta=b-a+a.=.
c+a=h.

Direct din definitia diferentei, b — a
este definit ca unicul c € N pentru care
¢ +a = b (cand exista, desigur).

Deci, daca ,,c = b - a” atunci ,c + a =
b”.

a,beN.D.a+b-a=b.

Proprietatea de ,,anulare”:
Va,be N:a+b-a=b

Daca la un numar adundm altul si apoi
scadem primul, se obtine al doilea nu-
mar.

Aceasta este o generalizare a proprieta-
tii ca operatiile de adunare si scadere
se anuleaza reciproc cand sunt aplicate
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n aceastd ordine specifica.

Precum, spre exemplu:
a=5b=3:5+3-5=8-5=3

Si astfel se permite simplificarea ex-

presiilor algebrice si manipularea for-
mulelor.

Dem. (a+ b, b)[b,c] P7.D. Theor. Se aplica teorema 7 cu c = b si suma a
+ bin locul lui b
Se verifica, ca: b + a =a + b (prin co-
mutativitatea adunarii)
Asa Tncat, din teorema 7:
b=(a+b)-a.
Si atunci:
b=a+b-a

9. a,b,ceN.a<b:D:c+(b-a)=c+ Asociativitatea adunarii si a scaderii:

b -a.

Va,b,c e N:a<b - c+(b-a)=c+
b-a
Adunarea se distribuie asupra scaderii
in anumite conditii.
Si astfel se extinde proprietatea distri-
butiva la scadere, dar doar cand scade-
rea este valida (a <b).
Asa incét, ordinea operatiilor poate fi
reorganizata fard a afecta rezultatul.
Precum, spre exemplu:
a=2,b=7,¢=5:5+(7-2)=5+5
=10si5+7-2=12-2=10
Si astfel si prin asa ceva se permite
simplificarea calculelor prin reorgani-
zarea ordinii operatiilor.

Dem. Hyp.P6:0:(b-a)+a=b:D:c+ (b Din ipotezd a <b

—a)ta=c+b.
P7 : O: Thesis.

Din teorema 5: (b-a) € N

Din teorema 6: (b-a)+a=b

Se aduna c la ambele parti: c + (b - a) +
a=c+b

Prin asociativitatea adunarii: ¢ + (b - a)
+a=(ct(b-a))+ta=c+b
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Si daca scade a din ambele parti:
ct(b-a)=c+b-a.

10. a,b,ceN.a>b+c:D.a-(b+0)= Regula de scadere a unei sume.:
a-b-c.

Vabce N:a>b+c - a-(b+c)=
a-b-c
Scdderea unei sume este egala cu sca-
derea succesiva a termenilor.
De fapt, aceasta este ,regula de scadere
a unei sume”, similara cu ,,- (x +y) = -
X - y” din algebra contemporana.
Precum spre exemplu:
a=20,b=5c=3:20-(5+3)=20-
8=125i20-5-3=15-3=12
Si desi domnia sa nu demonstreaza ex-
plicit asa ceva, s-ar putea — totusi —
presupune ca:
Daca: a > b + c — din ipoteza
Din teorema 5:a-(b+c) € N
Din teorema 6: (a-(b+c))+ (b+c) =
a
Prin asociativitatea adunadrii: (a - (b +
c))+b+c=a
Scademc: (a-(b+c))+b=a-c
Scddemb:a-(b+c)=a-c-b=a-b
-C
Prin comutativitatea scaderii:
a-(b+c)=a-b-c

11. a,b,ceN.b>c.a>b-c:D.a-(b Proprietatea complexa a scaderii:

-c)=a+tc-b

Vabce N:(b>cAa>b-¢)-a
-(b-c)=a+c-b

In anumite conditii, scaderea unei dife-
rente poate fi exprimata ca o combina-

tie de adunare si scadere a termenilor.

Precum, spre exemplu:
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a=15,b=10,c=3:b>c (10> 3)
a>b-c(15>7)
15-(10-3)=15-7=8s115+3-10
=18-10=8

Si desi domnia sa nu ofera o demon-
stratie, s-ar putea accepta totusi ca:

Daca, b > csia>b - c — conform ipo-
tezel.

Tot din ipoteza si teorema 5: (b - c) €
N

Respectiv: (a-(b-c)) € N

Din teorema 6: (a-(b-c))+(b-c)=a
Prin asociativitate: (a-(b-c))+b-c=
a

Se aduna c la ambele parti: (a - (b - c))
+b-c+c=a+c

Asaincat:a-(b-c)=a+c-b

12. a,b,aabeN.a=a.b=b':D:a<b. Conservarea ordinii 1n egalitate:
=.a'<b'.
Vab,a,be N:(a=a" Ab=b) -
(a<b ~ a'<b’)
Relatia de ordine se conserva pentru
numere egale.
Si asa ceva ,garanteaza” ca relatia ,,<”
este bine definita si depinde doar de
valorile numerelor, nu si de modul in
care sunt reprezentate sau numite.
Precum, spre exemplu:
Dacaa=5,b=8,a =5,b' =8, atunci
5<8 ~5<8
Si in general: daca x =y, atunci x < z

dacd si numai dacay < z
Asa incat, asa ceva ,asigura” ca relatii-
le nu depind de notatie.

Dem. Hyp.D.b-a=b"-a.0.b-aeN 1. Daca presupunem ca:a=a'sib=b'

=b'-a'eN.D. Thes.

2.Dinteorema4:a=a A b=b" - (b
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-a=b'-a"

3.Dinteorema5:a<b - (b-a) e N
sia'<b' o (b'-a") e N

4.Din etapaa2-a:b-a=b'-a'

5. Prin urmare: (b-a) € N « (b'-a’)
e N

6. Din etapaa 3-asia5-a:a<b o a
<b'

13.

a,beN.D.a<a+b.

Monotonia adunarii:
Va,be N:a<a+b

Un numar natural este intotdeauna mai
mic decat suma lui cu orice alt numar
natural pozitiv.

Asa ncat, adunarea unui numar pozitiv
la alt numar, acestuia 1i mareste - intot-
deauna - valoarea.

Ceea ce reprezintd o proprietate de
stricta monotonie.

Precum, spre exemplu:
5<5+3=8

Ori:

2<2+2=4

Dem.

Hyp.P8:D:a+b-a=b:D.a+b-
aeN.P5:0:
Thesis.

1. Consideram a, b € N arbitrare
2.Dinteorema8:a+b-a=b

3. Prin urmare: (a+b)-a=b

4. Dinteorema 5:a<a+b o ((a+b)
-a) e N
5.Dinetapaa2-a:(a+b)-a=b
6.Cumb € N,avem ((a+b)-a) € N
7. Prin urmare:a<a+b

14.

a,bceN.a<b.b<c:D.a<c.

Tranzitivitatea relatiei de ordine:

Va,b,c e N:(a<b A b<c) - a<c
Asa incat, daca a este mai mic decat b
si b este mai mic decat c, atunci a este

mai mic decat c.

lIar, aceasta este proprietatea fun-
damentala de tranzitivitate, care permi-
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te ,inlantuirea” inegalitdtilor si face
posibile demonstratiile prin comparatii
succesive.

Precum, spre exemplu:

3<7s17<12, prin urmare 3 <12
1<5si5<10, prin urmare 1 <10

Si pur si simplu astfel se permite sorta-
rea oricaror elemente ale oricarei mul-
timi, Intrucat daca se stie cd a < b <,
se pot ordona direct: a, b, c.

Dem.

Hyp.D:b—-aeN.c-be:D:(b-a)
+(c—-b)eN:D:
c—aeN:D. Thesis.

Presupunem a < b si b < ¢ — conform
ipotezei

Din teorema 5: (b-a) € Nsi(c-b) €
N

Din ,inchiderea N la adunare”: (b - a)
+(c-b) e N

Prin asociativitate: (b-a) + (c-b)=b -
atc-b=c-a

Prin urmare: (c-a) € N

lar — 1n cele din urma - din teorema 5:
a<c

15

a,bceN.D:a<b.=.a+c<b+c.

Conservarea ordinii prin adunare:
Va,b,c e N:a<b s a+c<b+c

Asa Tncat, adunarea aceluiasi numar la
ambii termeni ai unei inegalitati con-
serva inegalitatea.

Deci, adunarea este o operatie ,,mono-
tona” — adica, ,,respecta ordinea valori-
lor”.

Precum spre exemplu
3<53+10<5+10 » 13<15
Ori:

7<12 6 7+4<12+4 - 11<16

lar, asa ceva reprezintd o proprietate
fundamentald pentru rezolvarea inega-
litatilor.

Dem.

Hyp.D:a<b.=.b-aeN.=.b+
c)-(a+c)eN.
.a+tc<b+c

In primul rand daci s-ar presupune c4,
conform ipotezei, a <b

1. Din teorema 5: (b-a) € N
2.Doar,ca:(b+c)-(a+c)=b+c-a
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-c=b-a

3. Iar, din prima etapa: (b + ¢) - (a + ¢)
=b-a €N

4, Dinteorema5:a+c<b+c

Iar, in al doilea rand, in perspectiva ...
,reciproca”:

Daca se presupune ca,a+c<b +c

1. Din teorema 5: (b + ¢)-(a+ ¢)) €
N

2.Princalcul: (b+c)-(a+c)=b-a
3. Prin urmare: (b-a) € N

4. Din teorema 5: a <b

16.

a,b,a',b'eN.a<b.a'<b':D.a+a
<b+b'.

Adunarea inegalitatilor:

Va,b,a,b'e N:(a<b A a'<b') - a
+a'<b+Db

Deci, suma a douad inegalitati de acelasi
sens da o inegalitate de acelasi sens.

Asa ncat, asa ceva permite ,,adunarea”
inegalitatilor

Precum, spre exemplu:
3<5si7<10, prin urmare 3 +7 <5 +
10, adica 10 < 15

Dem.

Hyp.DJ:a+a <b+a.b+a <b+b':
O . Thesis.

1. S-ar presupune a <bsia' <b'- con-
form ipotezelor, desigur

2. Din teorema 15:a<b - a+a' <b+
3’

3. Din teorema 15 aplicatd laa' <b'": a
+b<b'+b

4. Prin comutativitate: b +a'<b + b’

5. Din etapa a 2-a si a 4-a si prin Teore-

......

A\l

<b+Db'
6. Si tot prin tranzitivitate: a + a' <b +
b|

17.

a,b,ceN.a<b<c:D.c-a>c-b.

Monotonia inversa a scaderii:
Va,bc e N:a<b<c-sc-a>c-b

Asa Incat, cu cat se scade mai putin
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dintr-un numadr, cu atat diferenta este
mai mare.

lar, asa ceva arata ca scaderea are pro-
prietatea de ,,anti-monotonie” Tn primul
argument, Intrucat cu cat scade mai pu-
tin, cu atdt rezultatul este mai mare.
Precum, spre exemplu:
2<5<10:10-2=8>10-5=5

Ori:

3<7<15:15-3=12>15-7=8

Dem.

Hyp.Ob-aeN.c-beN.(c—-b)+
(b-a)=c-a:0D.
Thesis.

Daca se presupune — conform ipotezei
-ca,a<b<c

Din teorema 5: (b-a) € Nsi(c-b) €
N

Din teorema 14: a < ¢, prin urmare (c -
a) e N

Doar cd, (c-a)=(c-b)+(b-a)

lar, din ,inchiderea N la adunare” si
din ceea ce a rezultat din teorema 5: (c
-a)>(c-b)

Sau prin teorema 16 aplicata la (c - b)
si(b-a):(c-b)+(b-a)>(c-b)+0=
(c-b)

Prin urmare: c-a>c-b

18.

aeN.D:a=1.U .a>1.

Dicotomia pentru numerele naturale:
Vae N:a=1va>1

Orice numar natural este fie egal cu 1
(cel mai mic), fie mai mare decat 1.

lar, asa ceva subliniaza faptul cda, In
axiomatica peanoiana, 1 este cel mai
mic numdr natural si toate celelalte
sunt mai mari.
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Si nici nu exista numere ntre 0 si 1 Tn
N.

Precum spre exemplu:

a=1:a=1
a=2a>1
a=3:a>1
a=4:a>1

Si este o proprietate fundamentala pen-
tru inductia matematica, intrucat orice
proprietate care este adevarata pentru 1
si se transmite la urmatorul poate fi de-
monstratd pentru toate numerele natu-
rale.

Dem. 1 € [a €] Thesis. Doar cd, demonstratia se face tot prin
aeN.P13:D:a+1>1:D:a+1l¢]la inductie:
€] Thesis. (1)(2). O . Theor.
Pentrua = 1: evident, 1 = 1
Pasul inductiv:
Presupunem ca proprietatea este adeva-
rata pentru toate numerele < n.
Deci, pentrua =N + 1:
Din constructia numerelor naturale: N
+1>N2>1
Prin urmare: N +1 > 1
Siin concluzie:a=N+1>1
Deci, inductia privind, Va € N:a=1
va>1
19. a,beN.D.a+b-=bhb. ,INon-idempotenta adunarii stricte:

Va,be N:a+b#b

Adunarea unui numar natural la altul
nu poate da rezultatul egal cu al doilea
numar.

Deci nu exista vreun ,numar neutru”
pentru adunare in N (pentru ca 0 ¢ N
In sistemul peanoian). Asa incat, prin
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adunare se mareste Intotdeauna valoa-
rea rezultatului.

Precum, spre exemplu:

2+2=4#2
Ori:

3+5=8#5
In timp ce:

2 + 0 desi este egal cu 2, totusi 0 ¢ N

Asa Incat, pentru oricea € N: 1 +a =
atl#a

Dem.

aeN.8§1P8:D:a+1-=1:D:1¢lb
€] Thesis

(1

aeN.beN.be[be]Ts:D:a+b-=
b.§1P17
:0:a+t(b+1)-=b+1:D:b+1€fb
€] Ts.

(D(@2) . D . Theor

)

Demonstratia s-ar putea face tot intr-o
paradigma inductiva:

Pentrub =1:a + 1 # 1 (prin axiomele
peanoiene - succesorul lui 0 nu este 0)

Pasul inductiv: Presupunem a + b # b

Atuncia+(b+1)=(a+b)+1#b+1
(prin proprietatea succesorului)

Iar, prin urmatoarele trei teoreme se subliniaza faptul ca, ,relatiile de ordine diferite sunt
«mutual» exclusive.

Asa incat, prin toate acestea stabileste ca relatiile ,,<”, ,,= ” si ,,>” sunt mutual exclusive - nu

pot fi simultan adevarate pentru aceeasi pereche de numere.

20.

a,beN.a<b.a=b:= A

Va,be N:a<b - a#b

Dem.

Hyp:D:b-aeN.b-a)+a=a.P19
00 A

Si asa ceva se poate demonstra prin
contradictie:

Daca:a<bsia=b
Dina=b:b-a=a-a=0

Din a <bsi Teorema 5: (b-a) € N
Doar ca, Intrucat: 0 ¢ N, dar (b-a) €
N apare o ,,contradictie”

Prin urmare:a<b - a#b

21.

a,beN.a>b.a=b:= A

Vabe N:a>b - a#b

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
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ceva, s-ar putea presupune totusi ca,
demonstratia este ,,simetrica” cu aceea
abia propusa.

22, a,beN.a>b.a<b:=A Va,be N:a>b - =(a<b)
Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, totusi s-ar putea presupune ca, tot
prin contradictie:
Daca:a>bsia<b
Din teorema 14 (a ,tranzitivitatii”): a
<b<a - a<a
Doar c3, din teorema 5: a<a « (a-a)
EN-0€eN
Sicum...0 ¢ N
Prin urmare: a>b - —(a<b)

23. a,beN:D:a<b.uU.a=b.U.a> ,»lricotomia” ori ,Legea comparabili-

b.

tatii”:
Va,be N:a<bva=bva>b

De fapt, pentru orice douda numere na-
turale, este adevarata exact una dintre
relatiile: primul este mai mic, egal sau
mai mare decat al doilea.

lar, aceasta este proprietatea de ,,com-
parabilitate totala” - orice doua numere
naturale pot fi comparate si comparatia
da exact una dintre cele trei posibilitati.

Deci, nu exista numere ,,necomparabi-

»

le”.
Precum, spre exemplu:

Pentru 55i8: 5<8 (nu5=8,nu 5> 8)
Pentru2si2:2=2(nu2<2,nu2>2)
lar, asa ceva reprezinta o metoda pen-
tru:

Sortare: Orice lista de numere poate fi
sortata pentru ca orice doua numere pot
fi comparate.

Luarea deciziilor: In orice situatie in
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care se poate face o comparare (varste,
preturi, scoruri), exista Intotdeauna o
relatie clara.

Algoritmi: Permite algoritmilor de cau-
tare binara sa functioneze eficient.

Asa incat, pe aceasta teoremad se bazea-
za ,ordinea perfecta” a numerelor na-
turale.

Dem. aeN.P18:D.1€e[be€]Ts. (1)
a,beN.a<b:D.a<b+1. 2)
a,beN.a=b:D.a<b+1. 3)
a,beN.a>b:D:a-beN.P18 4)
:D:a-b=1.U.a-b>1.
a,beN.a-b=1:D.a=b+1. (5)
a,beN.a-b>1:D.a>b+ 1. (6)

a,beN.a>b.4)(5)6):D:a=b+
1.U.a>b+1.

7)

a,beN:a>b. U .a=b.U.a>b:
2)3)(7) .. D .. a<
b+1.U.a=b+1.U.a>b+1.

(8)

a,beN.be[be]Ts.(8):D:b+1¢€[b
€] Ts.

)

(1)(9). O . Theor.

lar, asa ceva s-ar putea demonstra tot
prin inductie (asupra lui b, cu a fix).

Cazul de baza:b=1
Pentru orice a €N, trebuie sa aratam
ci:a<lva=1va>1

Dacaa=1, atuncia=b

Daca a # 1, atunci fie a = 0 (deci a <
1), fiea>1

In sistemul peanoean: 1 este primul nu-
mar natural - dupa 0, va fi admis in in-
terpretarile ulterioare.

Prin proprietatile axiomelor: orice a €
N satisface exact una din relatii

Pasul inductiv:

S-ar putea presupunem ca, teorema
este adevdrata pentru b (ipoteza induc-
tiva):

VaeN:(a<b)v(a=b) v (a>b)

Si ar trebui sa se demonstreze ca, pen-
trub + 1:

Vae N:(a<b+1) v(a=b+1) v
(@a>b+1)

Din ipoteza inductiva, pentru orice a,
exista trei cazuri:

Cazul 1: a<b
Prin definitie: 3k € Nk>1cua+k =

b
Atuncia+k+1=b+1,decia<b+1
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Cazul 2:a=b
Atuncia+1=b+1,decia<b+1
Cazul 3:a>b

Din demonstratia originala (liniile 4-7):
a>b -a-beN

Prin teorema 18 (tricotomia pentru di-
ferente): (a-b=1) v (a-b>1)

Sub-cazul 3.1:a-b=1
Atuncia=b+1
Sub-cazul 3.2:a-b>1
Atuncia>b +1

Demonstrarea unicitatii (exact una din
relatii):

Prin proprietatile ordinii si egalitatii:

a<b A a=b este imposibil (a nu poa-
te fi mai mic decat el insusi)

a<b A a>b este imposibil (contra-
dictie directa)

a=b A a> b este imposibil (a nu poa-
te fi mai mare decat el insusi)

Concluzie:

Prin inductie matematicd, teorema este
demonstrata pentru toate numerele na-
turale.

De fapt, demonstratia domnului Peano
se bazeaza pe teorema 18 (care stabi-
leste tricotomia pentru diferente) si pe
proprietdtile fundamentale ale succeso-
rului Tn axiomele sale.

,»,83. De maximis et minimis.

Explicationes.
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Sit a € K N, hoc est sit a quaedam numerorum classis; tunc Ma legatur maximus inter a, et
Wa legatur minimus inter a.

Definitiones.”
§3. Despre maxime si minime.
Explicatii.

Fie a €N, adica a este o submultime a numerelor naturale. Atunci, max(a) (notat Ma) este
maximul lui a, iar min(a) (notat Wa) este minimul lui a.

Definitii.

Notatia originala Interpretare contemporana

1. aeKN.D:Ma=[xe](xea .. a.>Maximul clasei a
X:= A).
Fiea € KN.

Atunci: Ma=xdacdx € asivVy € a,y<Xx

Daca a este o clasa de numere naturale (adica o
multime de numere naturale, unde numerele na-
turale sunt {1, 2, 3 ...}) maximul Ma este un nu-
mar x din clasa a astfel incat toate celelalte nu-
mere y din a sunt mai mici sau egale cu x. Cu
alte cuvinte, x este cel mai mare element al clasei
a.

Si astfel se defineste Ma, maximul clasei a, care
este un element x din a care este mai mare sau
egal decat orice alt element y din a.

In acceptii contemporane, aceasta este definitia
standard a maximului unei multimi: x este maxi-
mul dacd x € a si nu exista niciuny € acuy >
X.

2. aeKN.D:Wa=[xe€](xea.. a.<Fieae KN.
X:= A). Atunci: Wa=xdacdx € asivVy € a,y =X

Daca a este o clasa de numere naturale (adica o
multime de numere naturale, unde numerele na-
turale sunt {1, 2, 3 ...}) minimul Wa este un nu-
mar x din clasa a astfel Incat toate celelalte nu-
mere y din a sunt mai mari sau egale cu x. Cu
alte cuvinte, x este cel mai mic element al clasei
a.
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Si astfel se defineste Wa, minimul clasei a, care
este un element x din a care este mai mic sau
egal decat orice alt element y din a.

In acceptii contemporane, aceasta este definitia
standard a minimului unei multimi: x este mini-
mul dacd x € a si nu exista niciuny € acuy <

X.

,Theoremata.”

Teoreme.

Notatia originala

Notatia contemporand reformulata in
limbaj natural

3. neN.aeKN.a-=A.a3>n=A: Daca n este un numar natural si a este o
O.MaeN. clasa nevida de numere naturale care
DE VERIFICAT GROK (GEMINI nu este continuta in multimea {1, 2 ...
OK, CHAT .... NU!) n} (adica nu este marginita superior de
n) atunci clasa a are un maxim Ma, iar
acest maxim este un numar natural.
Fien € N,a € KN.Dacaa# Jsia
¢ {1,2..n}, atunci Ma € N
Dem. aeKN.a-=A.a3>1=A:D:a=|(1) Cazuldebaza:a € KN.a# J.a C
1:D.Ma=1: {1}: - Ma=1€ N
O.MaeN. Pasul de inductie:n € N.a € KN .a
(1) D: 1€ [n €] (Hp D Ts). (2) C{1,2..nt1} .ntl € a: -Ma =
1eN
N.aeKN.as>n+1= A .n+1|3 n
2§:D:il€+1= a’-n 1 ) Cazul alternativ:n € N.a € KN .a
Ma:9: Ma € N é(_{rll,}Z...nﬂ}.nﬂeEa:_»a;{1,
neN..a.EKN.a3>n+ 1=A.n+11(4) Concluzie prin inductie: Vn € N : a
-aerd: e KN.azg.a€{1,2..n}: ~Ma
aa>n= A.
e N
n e [n €] (Hp OTs) (5)
.aeKN.a3>n+1=A.n+1-¢€
a:):MaeN.
nelne] (Hp OTs).(6): D.(n+ 1) [n|(7)
€] (Hp OTs).
(2)(7).81P9:D:neN.D.Hp OTs. |(Th.)
4, aeKN.a-=A:D.WaeN. Daca a este o clasa nevida de numere
naturale, atunci a are un minim Wa, iar
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acest minim este un numar natural.
aeKN.azd: -sWae N

Aceasta reflecta proprietatea de ,,buna
ordonare” a numerelor naturale: orice
clasa nevida de numere naturale are un
element minim.

aeKN.D:Wa=M[xe€](ar<x= A).

Minimul Wa al clasei a este maximul
mulfimii numerelor naturale x care
sunt mai mici sau egale cu toate ele-
mentele din a.

ae KN.Wa=Ma{x e N|Vvy e
a,y>x}

Spre exemplu, daca a = {2, 3, 4}, mul-
timea numerelor x cu x <y pentru ori-
cey € aeste {1, 2}, iar maximul aces-

tei multimi este 2, deci Wa = 2.

,»,84. De multiplicatione.

Definitiones.”
Despre inmultire.
Definitii.
Notatia originala Interpretare contemporana
1. aeN.D.ax1=a. Inmultirea cu 1:
Vae N:ax1l=a
2. a,beN.D.ax(b+1)=axb+a Inmultirea recursiva:
Va,be N:ax(b+1)=axb+a
ab =a x b; ab + c = (ab) + c; abc = (ab)c .
»,Theoremata.”
Teoreme.
Notatia originala Notatia contemporand reformulatd In
limbaj natural
3. a,beN.D.abeN. Inchiderea Tnmultirii:
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Vabe N:axbe N

Produsul a doua numere naturale este
tot numar natural.

Precum, spre exemplu: 3 x 2 =3 x (1 +
1)=3x1+3=3+3=6€ N

Dem. a,beN.P1:D:ax1eN:D.1¢€[b Prin inductie asupra lui b:
€] Ts.
a,beN.be[be]Ts:D:axbeN.§1|(2) S-ar putea admite, ca: b =1
P19:D:ab+aeN.
Pl:D:ab+1)eN:D:b+1elbel Din prima definitie:ax1=a € N
Ts.
(1)(2). D . Theor. Pasul inductiv: Presupunem a xb € N
Din a doua definitie:ax (b+1)=axb
+a
Dar,cuma X b € Nsia € N, din In-
chiderea adunarii:axb+a € N
4, a,bceN.D.(a+b)c=ac+bc. Distributivitatea la dreapta:
Vab,ce N:(a+b)xc=axc+bx
C
Inmultirea se distribuie fatd de aduna-
re.
Precum, spre exemplu: (2 + 3) x4 =5
x4=20
Si:
2x4+3%x4=8+12=20
,»INota. Haec est prop. 5% Euclidis elem. libri VII”
Notd. Aceasta este propozitia 5 din ,,Elementele lui Euclid”, Cartea a VII-a.
Dem. a,beN.P1:D:1€[ce]Ts. (D) Asa Tncat, s-ar putea accepta ca,
a,b,ceN.ce[ce]Ts 2) prin inductie asupra lui c:

:D:(a+b)c=ac+bc.81P22
:0:(a+tb)c+ta+b=ac+bc+ta+b.
P2
:0:(@+b)c+1)=a(c+1)+b(c+

Daca, c = 1:

(a+b)x1=a+b(din definitia 1)
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1):D:
c+1lelce]Ts.

(D(2). D . Theor.

ax1+bx1=a-+b (tot, din definitia

1)
Pasul inductiv:

Se presupune ca:
(atb)yxc=axc+bxc
(@a+b)x(c+1l)=(a@a+b)yxc+(a+h)
(din definitia 2)
=axc+bxc+a+b(din ipoteza in-
ductiva)

=aXxc+a+bxc+b (comutativitatea
adunarii)
=ax(c+1)+bx(c+1)(din definitia
2)

5. aeN.D.1lxa=a. Neutralitatea lui 1 la stanga:
Vae N:1xa=a
Precum, spre exemplu: 1 x 5=5
Dem. lelae] Ts. (1) Pur si simplu, prin inductie asupra lui
aelae]Ts.D.1xa=a.D.1xa+1/?2) a
a+tl.x.1x(a+1)=a+1.D.a+1 Daca, a =1 atunci 1 x 1 =1 (din prima
¢ [a€l definitie)
Ts.
> Pasul inductiv:
(1)(2). D . Theor.
Se presupune ca: 1 xa=a
1x(a+1)=1xa+1(din adoua defi-
nitie)
=a + 1 (din ipoteza inductiva)
6. a,beN.D.ba+a=(b+1)a. Formula pentru inmultirea cu succeso-

rul:
Va,be N:bxa+a=(b+1)xa

De fapt, aceasta este ,forma inversa” a
celei de-a doua definitii.

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, s-ar putea totusi admite cd, toate
acestea ar rezulta, direct din comutati-
vitate (din teorema 7) si din a doua de-
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finitie.
Precum, spre exemplu:

3x4+4=12+4=16=4%x4=(3+
1) x4

a,beN.D.ab=ba.

(Eucl.
VII, 16)

Comutativitatea:
Va,be N:axb=bxa

Precum, spre exemplu: 3 x 4 =12 =4
x 3

Dem.

aeN.P5.P1
:D.axl=a=1xa:0:1e[be]Ts.

(1

Prin inductie asupra lui b:
Dacab=1,atunci:ax1=a=1xa

a,beN.be[be]Ts
:D:ab=ba:D:ab+a=ba+a.Pl
P6:D:ab+1)=(b+1a:D:b+1¢€
[b €]

)

(din prima definitie si din a 5-a teore-
ma)

Pasul inductiv:

Ts.

(1)(2). D . Theor.

Se presupune ca:a xb=b x a

ax(b+1)=axb+a(din adoua defi-
nitie)

=b x a + a (din ipoteza inductiva)
=(b+ 1) x a(din a 6-a teorema)

Deci:axb=bxa

a,bceN.D.a(b+c)=ab+ac.

Distributivitatea generalizata:

Vab,ce N:ax(b+c)=axb+ax
C

Precum, spre exemplu:
3x(2+4)=3x6=18

Ori:

3x2+3x4=6+12=18

Dem.

P4 .P7:D. Theor.

Din teorema 4 si acceptand comutativi-
tatea (teorema 7): a x (b+ c)=(b + ¢)
Xxa=bxa+cxa=axb+axc

Asaincat:ax (b+c)=axb+axc.

a,bceN.a=b:D:ac=bc.

‘ Simplificarea Inmultirii:
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Vabce N:a=b - axc=bxc

Precum, spre exemplu:
Dacaa=3sib=3,atunci 3 x5 =3 %
5

Dem.

a,beN.a=b::D::le[ce]Ts.. ce
[ce] Ts

.D:ac=bc.a=b:D:ac+a=bc+b:
J:

a(lct1)=b(c+1):D:c+1e[ce]Ts

2 0:ceN.D.Ts.

Asa Tncat, daca a = b.

Prin inductie asupra lui c:

Cazul de baza: c=1.
axl=a=b=bx1

deciax 1=b x 1.

Pas inductiv:

Dacd pentruun ce N: a X c=b X ¢
Atunci:ax (c+1)=bx(c+l)

Prin definitia Tnmultirii si prin recuren-
ta

ax(c+tl)=axc+a
bx(c+1)=bxc+b

Prin ipoteza inductiva: a x c =b X c.
Dar, a = b.

Deci:

ax(c+l)=axc+ta=bxc+b=b
x(c+1).

Deci:

a x c=b x c pentru orice c € N.

10.

a,b,ceN:a<b:D.(b-a)c=bc-
ac.

(Eucl.
VII, 7)

Distributivitatea diferentei:

Vab,ce N:a<b - (b—-a)xc=b
Xc—aXc

Precum, spre exemplu, pentru:
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5<8sic=3:(8-5)x3=3%x3=9
Si:

8x3-5x3=24-15=9

Dem. Hyp.O:b-aeN.b-a)+a=b:D: Dina<b:b—-a € Nsi(b-a)+a=b
(b-a)c+ac=bc:D:(b-a)=bc-
ac. Inmultind cuc: (b—-a)+a)xc=bxc
Prin distributivitate: (b —a) xc+a x ¢
=bxc
Prin definitia diferentei: (b —a) xc=b
Xc—axc
11. a,b,ceN.a<b:D:ac<bc. Monotonia Tnmultirii:
Va,bce N:a<b s axc<bxc
Precum, spre exemplu:
3<553x4=12<20=5x%x4
Dem. Hyp.D:b-aeN.P3:D:(b-a)ce Din teorema 10: (b —a)Xc=bxc—-a
N. X c
P10 : O: bc — ac € N : O Thesis.
Dar,cum:a<b -b—-a € N - (b—-a)
xceN
Deci,bxc—axc e N saxc<bx
C
12. a,b,ceN.D .. a<b.=.ac<bc:a Caracterizarea ordinii prin inmultire:
= b . =
.ac=bc:a>b.=.ac>bc. Va,bce N:(a<b o axc<bxc)
A(@=beoaxc=bxc)A(@a>b
axc>bxc)
Asa Tncat, Tnmultirea pastreaza ordinea
Deci, este monotona.
13. a,b,a,beN.a<a.b<b:D:ab< Monotonia Tnmultirii:

a'b'.

Pentrua, b, a', b’ eN:dacaa<a'sib <
b', atunci ab < a'b'.

Precum spre exemplu:
Daca 3 <5si4 <7, atunci 3x4 =12 <
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5x7 = 35.

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, totusi s-ar putea accepta ca:

Din a < a'rezulta a' = a + k pentru un k
>1

Din b <b' rezulta b' = b + m pentru un
m21

Atunci: a'b' = (a + k)(b + m) = ab + am
+ kb + km

Dar, cum: k, m > 1, avem am + kb +
km >0

Prin urmare, a'b' > ab, deci ab < a'b'.

14.

a,beN:D.ab.> U =.a.

Pentru oricea,b € N:axb>a
Daca a si b sunt numere naturale,
atunci a X b este mai mare sau egal cu

d.

Asa incat, asa ceva se bazeaza pe pro-
prietatile de baza ale Tnmultirii in N.

Dacab=1:

a x b=a x 1=a.

In acest caz, a x b este egal cu a. Con-
ditia ,,mai mare sau egal” este indepli-
nita.

Dacab > 1:

b este cel putin 2, deci b=1+k, unde
ke N si k>1.

a x b=a x (1 + k)=a x 1+a x k=a + ak.
Si Intrucat a este un numar natural si
k>1, produsul a x k va fi un numar na-
tural pozitiv.

Prin urmare, ab = a + (un numar >0).

Asa incat a X b este mai mare sau egal
cu a.
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15. a,b,ceN.D.a(bc)=abc. Asociativitatea Tnmultirii:
Va,bce N:ax(bxc)=(axb)xc
Precum, spre exemplu: 2 x (3 x 4) =2
x12=24=6x4=2x%x3)%x4
Dem. a,beN.P1:D:1€[ce]Ts. (1) Prin inductie:
a,b,ceN.celce]Ts 2)

: O: a(bc) = abc : D: a(bc) + ab = abc +
ab:
O: a(bc + b) =ab(c + 1) : D: a(b(c + 1))

ab(c+1):0:c+1[ce]Ts.

(1)(2). O . Theor.

Dacac=1,atunci:ax (bx1)=axb
=(axb)x1

Pasul inductiv:

Se presupune ca: a X (b x c) = (a X b) x
C

ax((bx(c+1)=ax(bxc+b)(din
definitia 2)

=a % (b x ¢) + a x b (din distributivita-
te)

= (a X b) X ¢ + a x b (din ipoteza in-
ductiva)

= (axb) x (c + 1) tot, din definitia 2.

,»,85. De potestatibus.

Definitiones.”

§5. Despre ridicarea la putere.

De

finitii.

Notatia originala

Interpretare contemporana

1.

aeN.D.al=a.

Pentru oricea eN:al=a

2.

a,beN.D.a"!=aba.

Pentru orice a,b e N: a®V =2aP x a

»,Theoremata.”

Teoreme

Notatia originala

Notatia contemporana reformulatda in
limbaj natural

3.

a,beN.D.a’eN.

Inchiderea numerelor naturale fata de
ridicarea la putere:

116



https://esteticademersurilorinutile.com/
https://esteticademersurilorinutile.com/

- " -

esteticademersurilorinutile.gmail.com
esteticademersurilorinutile.com

Pentru orice a, b €N, a® eN.

Dem. aeN.P1:D.1€[be]Ts. (1) Demonstratia s-ar putea face prin in-
a,beN.be[be]Ts 2) ductie asupra lui b:
:D:ae N . §4P3: D: a’Pae N. 5
Pl1:D:a""eN:D:b+1e[be]Ts. Daca: b =1
1 . s
(1)(2). D . . Theor. al =a e N (prin definitie)
Pasul inductiv:
Presupunem a* € N
a(k+1) — ak X a
Dar, cum a* €N si a €N, prin inchi-
derea Inmultirii avem a®**? e N
4, aeN.D.1"=1. 1* = 1, prin definitie, intrucat 1 este
chiar primul numar natural.
5. a,b,ceN.D.a" =a"". Legea exponentilor pentru adunare:

Pentru a, b, c € N: a®9 =a° x a¢
Precum, spre exemplu:

28" =27 =128=23x24=8x 16

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, s-ar putea totusi demonstra prin
inductie asupra lui c:

Daca:c=1

a® = g x at = a® x a (prin definitii)
Pasul inductiv:

Si s-ar presupune ca, de fapt:

a(b+k) — ab % ak

Si atunci:

a(b+(k+1)) — a((b+k)+1) — a(b+k) X a= (ab % ak)
xa=a’x(a*xa)=a"xak?

Deci: a®*9 = a® x a°, pentru orice a, b,
ceN
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a,b,ceN.D. (ab)"=ab".

Distributia puterilor asupra produsului:
Pentru orice a, b, c €N: (ab)*=a“®x b°

Precum, spre exemplu:
(2x3)'=6'=1296=2*x3*=16 x 81

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, s-ar putea demonstra, prin induc-
tie asupra lui c:

Daca: c=1
(ab)! = ab = at x b! (prin definitia pute-
rilor)

Pasul inductiv:
Presupunem ci (ab)* = a* x b*

(ab)*™ = (ab)* x (ab) = (a* x b¥) x
(ab) = ak X q X bk xb= a(k+1) % b(k+1)

a,b,ceN.D. (@) =a"".

Puterea unei puteri:
Pentru orice a, b, ¢ € N: (a®)° = a®

Precum, spre exemplu: (2°) = 8 = 64 =
2(3)(2) = 26

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva s-ar putea demonstra, prin induc-
tie asupra lui c:

Daca:c=1

(@)t = a® = a® (prin proprietatea ele-
mentului neutru)

Pasul inductiv:

Presupunem ca (a”)* = a®

(ab)(k+l) — (ab)k x gb = q®k) x gb = k) —
q®dk+1)

a,b,ceN.D..a<b.=.a°<b:a
b.=.a°=b‘:a>b.=.a*>b".

,Monotonicitatea exponentierii”

Pentru orice a, b, c € N, avem:
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a<b o a*<b*
a=b o a*=b°
a>b o a*>b°

Vab,c e N:(a<b o a<b’) A (a=
b o a“=b) A (a>b o a“>b°

Asa Incat, prin asa ceva se afirmad ca,
exponentierea pastreaza ordinea pentru
numerele naturale.

De fapt, daca se ridica doua numere
naturale la aceeasi putere, relatia de or-
dine dintre ele ramane aceeasi.

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, s-ar putea — totusi — presupune,
ca:

In cazul in care: a<b - a“<b¢

Asa ceva, se poate demonstra prin in-
ductie dupa c:

Deci, daca: c=1
al=a<b=b!
Pasul inductiv:

Presupunem a* < b*, demonstram a®*"
< p&+D

a®? = gk x a < b* x a (din ipoteza in-
ductiva si a > 0)

b* x a <b* x b = b*™? (pentru cd a < b)
Prin tranzitivitate: a®*? < b&

Dar, daca:a=b - a“=b°¢
Desigur, daca a = b, atunci a® = b® pen-
tru orice c.

Iar, daca:a>b - a*> b€

Se poate demonstra exact ca si in pri-
mul caz, prin inductie.

Doar cd, asa ceva nu e valabil pentru
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toate soiurile de numere.

Spre exemplu, pentru acelea negative:
(-2)*=4>1=(-1)} desi -2 < -1.

In  cazul  numerelor  naturale
»functioneaza” pentru ca toate sunt po-
zitive si exponentierea cu exponenti
naturali este strict crescdtoare.

a,bceN.a>1.D..b<c.=.a%
a“
b=c.=.a’=a‘:b>c.=.a">a"

,Monotonicitatea strictd a exponentie-

3

rii”:
Pentrua e Ncua>1sib,c eN:

b<c o a’><a‘
b=c o a’=a¢
b>c o a®>>ac

Si desi domnia sa nu demonstreaza nici
asa ceva, s-ar putea — totusi — re-presu-
pune, ca:

Partea 1-a:b<c - a®<a°

Din b < ¢ s-ar presupune ca exista k €
N astfelcac=b + k.

Atunci:

ac - a(b+k) — ab X ak

Tar, cum,a>1sik > 1, avem a* > a' =
a>1.

Prin urmare:

a“=aPxak>aPx1=2a"

Deci a® < a“.

Partea 2-a: a" <a“ - b <c
Se demonstreaza prin contradictie.

Si daca se presupune ca b > c.

Dacad b = ¢, atunci a” = a° (contradictie
cu a® < a)

Dacd b > ¢, avem a” > a° (contradictie
cu a® < a)

Prin urmare b < c.

Partea 3-a: Cazurile pentru egalitate si
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In acelasi manierd, pentru b = ¢, a® =
a“, iar pentru b > c se demonstreaza In
aceeasi maniera ca 1n partea 1-a ca a® >

C

da.

Asa ncat, se stabileste ca exponentiala
cu baza > 1 pastreaza si reflecta ordi-
nea.

lar, asa ceva este folosit — cel putin -
pentru:

Rezolvarea inegalitatilor exponentiale
Definirea logaritmilor ca ,,functii expo-
nentiale inverse”.

Doar ca, aceasta teorema este valida
doar pentru a > 1.

Pentru a = 1, avem 1" = 1 pentru orice
n, deci functia exponentiald nu este
strict monotona.

Dar, domnul Peano specifica explicit
aceasta conditie.

,,86. De divisione.

Explicationes.”

Signum / legatur divisus per.

>> D >> dividit, sive est divisor
>> b >> est multiplex.

>> Np >> numerus primus.

>> T >> est primus cum.

§6. Despre impartire.

Explicatii.
Simbol / leaga Impartit la
>> D >> Imparte sau este divizor
>> b >> Este multiplu
>> Np >> Numadr prim.
>> Tt >> ,Este primul care ...”
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,Definitiones.”

Definitii.

Notatia originala

Interpretare contemporana

1. a,beN.D:b/a=N [x€](xa=Db). b/a este multimea {x € N|xa =b}
b/a reprezinta ,,catul” Tmpartirii lui b la a (cand
exista).
2. a,beN.D:aDb.=.b/a-= A a divide pe b (notat a|b) daca si numai daca exis-
td q € N astfel incat b = aq.
3. a,beN.D:bba.=.aDh. Pentru oricea,b € N: bla « alb
Astfel definindu-se echivalenta relatiei de divizi-
bilitate in ambele sensuri.
4. Np=N[xe](3Dx.3>1.3<x:=P={xe N:x>1 A -3d(1<d<x A d|x)}
A). Astfel definindu-se multimea numerelor prime ca
acele numere naturale mai mari ca 1 care nu au
divizori proprii.
5. a,beN.Dianb..=..3Da.3D|Pentrua, b € N: cmmdc(a, b) = max{d € N :d|
b.a>1:=A. aAndbad>1}
Astfel definindu-se cel mai mare divizor comun.
6. a,beN.D..D(ab):=:3Da.n.3Pentrua,b € N:d|(a, b) -~ dla A d|b
Db.
Un numar Tmparte cmmdc-ul daca si numai daca
Imparte ambele numere.
7. a,beN.D ..3DB(ab):=:3DPa. n.3Cel mai mare divizor comun:

bb.

Pentru a, b € N, cmmdc(a, b) este definit ca fi-
ind numarul care divide atat pe a, cat si pe b si
este cel mai mare, cu aceasta proprietate:

Va,b € N: cmmdc(a, b) =max{d € N:d|a A
d|b}

ab/c = (ab)/c; a/b/c = (a/b)/c; a/b x ¢
(a/b)c

ab/c = (ab)/c
a/b/c = (a/b)/c
a/b x c = (a/b)c

“Theoremata.

Nota. Haec theoremata ut in substractione demonstrantur.”

Teoreme

Aceste teoreme sunt demonstrate In mod

similar cu cele din scadere.
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Notatia originala

Notatia contemporana reformulatd in
limbaj natural

8.

a,b,a',b'eN.a=a.b=b":D.ab

a'’/b'.

Va,b,a,b' € N:ab=a'/b'.

a,b,a',b'eN.a=a'.b=b":D:aDb

.aDb'.

Egalitatea fractiilor este ,bine defini-
ta”:

Va,b,a,be N:(a=a" Ab=b") -
a’/b=a'/b'

10.

a,b,ceN.D:ad=b.=.D=b/a.

Definirea Tmpartirii printr-o ,,ecuatie de
multiplicare”.

Vab,c e N:ac=b - c=b/a

11.

a,beN.D:aDb.=.b/aeN.

Un numadr Imparte altul daca si numai
daca catul este natural.

Va,be N:alb - blae N

12.

aeN.D.a/l=a.

Impartirea la ,,1” lasa numarul ne-
schimbat.

vVae N:a/l=a

13.

aeN.D.aa=1.

Orice numar impartit la el Tnsusi da
unu.

vVae N:ala=1

14.

aeN.D.1Da.

Unu imparte orice numar natural.

Vae N:1lja

15.

aeN.D.aDa.

Reflexivitatea divizibilitatii:
Va e N:ala

Orice numar se imparte pe sine ().

16.

a,beN.ab/b=a.

Legea simplificarii in Tmpartire:

Va,b € N:(ab)/b=a

123



https://esteticademersurilorinutile.com/
https://esteticademersurilorinutile.com/

esteticademersurilorinutile.gmail.com
esteticademersurilorinutile.com

17. a,beN.aDb:D.a(b/a)=h. Daca a Tmparte b, atunci a ori ,,catul da
b”.
Va,b e N:alb - ax(b/a)=b
18. a,b,ce N.ODb:D.a(b/c)=ab/c. Proprietatea distributiva a multiplicarii
fata de Tmpartire:
Va,b,c € N:c/b - ax(b/c)=(ab)/c
19. a,b,ceN.abDbc:D:a/(bD)=alb/c. Impértirea la un produs se poate face
succesiv:
V a, b,c € N:albc - a/(bc) = (a/b)/c
20. a,b,ceN.abb.bbc:D.a/(blc)= Impértirea la o fractie echivaleaza cu
a/b xc. multiplicarea la inversa:
Va,b,c € N:(alb A b|c) - a/(b/c) =
(a/b) x ¢
21. a,mneN.m>n:D.a"%a"=a"" Regula impartirii puterilor cu aceeasi
baza:
Va,mne N:m>n - a%a"=a™"
22. a,beN.D.aDab. Orice numadr Tmparte produsul sau cu
alt numar:
Va,b € N:alab
23. a,bceN.aDb.bDc:D.aDc. Divizibilitatea este tranzitiva:

Va,b,c € N:(alb A b|c) - alc

Doar ca, domnia sa nu demonstreaza
asa ceva, desi s-ar putea accepta, ca:

Din a|b, existd k; € N astfel Incatb =
a xk;

Din b|c, existd k, € N astfel incat c =
b x k,

Substituind: ¢ = (a x k;) x k, =a x (k;
*k,)

Cum k,; xk, € N, rezulta a|c
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24. a,b,ceN.aDbDc:D.c/ab c/bh. Daca exista o secventa de divizibilitati,
se pastreaza ordinea 1n caturi:
V a, b, c € N: (alb|c) —» (c/a)|(c/b)
25. a,bceN.cDa.cDb:D.(a+b)c Distributivitatea Tmpartirii fata de adu-
=a/c+b/c. nare:
Va,b,c e N:(cla A c|b) - (a+Db)/lc
=a/c +b/c
26. a,b,ceN.ODa.DDb.a>b:D: Distributivitatea impartirii fata de sca-
(a—b)/c=alc—Dblc. dere:
Va,b,ce N:(claAclbAaa>b)-
(a-b)/c=al/c-b/c
Proprietati de divizibilitate pentru combinatii liniare:
27. a,b,ceN.cDa.cDb:D.cDa+ cla A clb - c|(a+b)
b.
28. a,b,ceN.cDa.cDb.a>b:D.c claAncbAa>b - c|(a-b)
Da-b.
29. a,b,c,myneN.cDa.cDb: cla A c/b - c|(ma + nb)
O.cDma+nb.
30. a,bc,cmyneN.cDa.cDb.ma> cla A c/b A ma>nb - c|(ma - nb)
nb :
O.cD ma - nb.
31. a,beN.aDb:D:a.<uU =.b. Proprietatea fundamentala a divizibili-
tatii:
Pentru a, b € N: daca a|b, atunci a <b.
Precum, spre exemplu: 6|18 si ntr-ade-
var 6 < 18.
Dem. Hyp.P11.P17.84P14:D:b/ae Daca a|b, atunci exista un q €N astfel

N . a(b/a) = b .
Thesis.

a< U =a(b/a):D.

incatb = aq

Cumg>1,avemb=ag>ax1=a
Prin urmare, a<b
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32.

a,beN.aDb.bDa:D.a=hb.

Daca doud numere se Tmpart reciproc,
sunt egale:
Va,b e N:(alb A bla) - a=b

Si Intrucat domnia sa nu demonstreaza
asa ceva, s-ar putea totusi accepta, ca:

Din a|b, exista k;, € N cub = ak,
Din bla, existda k, € N cu a = bk,
Substituind: a = (ak,)k, = a(k;k,)
Daca a # 0, atunci k;k, = 1

InN, kk,=1k =k, =1

Prin urmare: b = a

33.

aeN.D.M>Da=a.

Cel mai mare divizor al unui numar
este numarul Tnsusi:

Va e N:max{d € N:d|a} =a

34.

a,beN.a>b:0.D(a,b)=D(b,a-
b).

Pentru a, b €N cu a > b: cmmdc(a, b)
= cmmdc(b, a-b)

Aceasta fiind — de fapt - proprietatea
fundamentala a celui mai mare divizor
comun.

Precum, spre exemplu:

a=15b=9

Pasul 1: Calculam cmmdc(15, 9)
Divizorii Iui 15: 1, 3, 5, 15

Divizorii lui 9: 1, 3,9

Divizorii comuni: 1, 3

cmmdc(15,9) =3

Pasul 2: Se aplica formula cmmdc(a, b)
= cmmdc(b, a-b)

a-b=15-9=6
Deci ar trebui ca acum, sa se calculeze
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cmmdc(9, 6)
Pasul 3: Calculam cmmdc(9, 6)

Divizorii lui9: 1, 3,9
Divizorii lui6: 1, 2, 3, 6
Divizorii comuni: 1, 3
cmmdc(9, 6) = 3

Deci: cmmdc(15, 9) = cmmdc(9, 6) =3

Pentru ca — pur si simplu - orice divi-
zor comun al lui a si b este si divizor al
lui (a-b).
Si invers.

lar, tocmai aceasta proprietate std la
baza ,,algoritmului lui Euclid pentru
calculul cmmdc-ului prin scaderi repe-
tate”.

Deci, s-ar putea continua, acceptand
ca:

cmmdc(9, 6) =
cmmdc(3, 3) = 3.

cmmdc(6, 3) =

Dem. Hyp. P28 (1) Demonstratia (bazata pe ,algoritmul
:D..xDa.xDb:D:xDb.xD(a lui Euclid”):
~b) 1. Fie d = cmmdc(a, b)
. 2. Atuncidlasid|b
Hyp.P27:0 .. xDb.xD (a—-Db):|2 ;
P X xD(a-b):(2) 3. Din d|a si d|b rezulti d|(a-b)
xDb.xD®b+(@-b):D:xDb.x 4. Pr}rl urmare, 'd|cmmdc(b, a-b) ]
D 5. Si in acelasi mod, se demonstreaza
a <
: ca cmmdc(b, a-b)|d
(1)(2) O: Hyp. (Th.) 6. Prin urmare, cmmdc(a, b) =
D.'.XDa.XDbZ:ZXDb.XD(a_ Cmmdc(b,a_b)
b).
35. a,beN.D:MD(a, b)eN. Va,b € N: cmmdc(a,b) € N
Dem. 1Da.1Db:DO:D(a,b)-= A . (1) Demonstratia domnului Peano:
3D(a’b)_3>a::/\ (2) (1)1Da.1Db:D:D(a,b)-:A

(1)(2). §3P3:D . Th.

Unu Tmparte ambele numere, deci exis-
ta divizori comuni

(2)3D(a,b).a>a:= A
Exista divizori comuni mai mari decat
a (contradictie logica)
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(3) Din (1)(2). 83 P3: D . Th.
Din (1) si (2), prin principiul 3 din sec-
tiunea 3, rezulta teorema

Sau, intr-o traducere contemporana:

1. 1]a si 1|b, deci multimea divizorilor
comuni este nevida

2. Orice divizor comun este < min(a,
b), deci multimea este marginita supe-
rior

3. Prin principiul bunei ordonadri, exista
un element maximal — cmmdc(a, b)
e N

36. a,beN.D.3D(ab)=3DM>3D (a,/(Eucl. |Pentrua, b € N: cmmdc(a,b) este
b). VIL, 2) |unicul numar natural d care Tndepli-
neste doud conditii:
a. d divide atat pe a, cat si pe b
Si:
b. orice alt divizor comun al lui a si b
divide pe d.
Asa incat, acesta este ,,algoritmul lui
Euclid” pentru determinarea ,,cmmdc”.
Dem. k=N[ce](Hp.a<c.b<c:D.Ts.). (1) Iar, printr-o demonstratie simplificata,
aeN.beN.a<1.b<1:= A 2) s-ar putea pleca de la premisa ca pentru
b e N, daca a=gxb+r (cu 0<r<b)
1)(2).0.1eK. 3 % ’ ’
(1) € €) atunci cmmdc(a,b)=cmmdc(b,r).
a,beN.a<c+1.b<c+1: 4)
O a<c.b<c:U:a=c.b<c: Relatia a=qxb+r provine din impartirea
u: lui a la b:
a<c.b=c:U:a=c.b=c.
cek.a,beN.a<c.b<c:D:Ts. |(5) q este catul Tmpartirii, un numar intreg
cek.a,beN.a=c.b<c:D:ce (6) care aratd de cate ori incape b In a.

k.b<cpa-b<c.eD(ab)=3D
(b,a-b):D:aD(b,a-b)=2DM>
D(b,a-b):

O:3D(a,b)=2DM>3D(a,b):D: Ts

(a, b)[b,a](6) D.cek.a,beN.a<
c.b=c:

7)

J: Ts.

r este restul impartirii, adica ce ramane
dupa ce scazi gxb din a.

Restul r satisface conditia 0<r<b,
Ceea ce Tnseamna ca este ne-negativ si
mai mic decat b.
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cek.a,beN.a=c.b=c:02:3D
(a,b)=
3Dc=>DM>3Dc=3DM>3D (a,
b): O:

(8)

Ts.

@DB)O6)(7)@B).D.cek.a,be 9
N.a<c+1.b<c+1:D:Ts.
9)D.cek.D.(O+1ek. (10)
(1)(10).D ..ceN.Hp.a<c.b<c:|(11)
O: Ts.

(a+b)[D](11). O: Hp. D . Ts. (Th.)

Si atunci:

Pasul 1: Orice divizor comun al lui a si
b divide pe r:

Iar, d un divizor comun al lui a si b,
adica a=dxx si b=dxy pentru niste
numere ntregi X si y.

Din relatia a=qxb+r, rezultd r=a—qgxb.

Substituind:
r=dxx—gx(dxy)=dx(x—-qxy).

Deci, d divide pe r, intrucat x—qxy este
un numar intreg.

Asadar, orice divizor comun al lui a si
b este si un divizor al lui r, deci este un
divizor comun al lui b si r.

Pasul 2: Orice divizor comun al lui b si
r divide pe a:

Fie d' un divizor comun al lui b sir,
adica b=d'xz si r=d'xw pentru niste
numere intregi z si w.

Din relatia a=gxb-+r, se substituie:
a=gx(d'xz)+d'xw=d'x(gxz+w).

Deci, d' divide pe a, deoarece qxz+w
este un numar intreg.

Asadar, orice divizor comun al lui b si
r este si un divizor al lui a, deci este un
divizor comun al lui a si b.

Asa incat, din ceea ce rezultd in urma
acestor pasi s-ar putea accepta ca:
Multimea divizorilor comuni ai lui
(a,b) este identica cu multimea
divizorilor comuni ai lui (b,r).

Prin urmare, cel mai mare divizor
comun al lui (a,b) este acelasi cu cel al
lui (b,r), adica
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cmmdc(a,b)=cmmdc(b,r).

Iar, algoritmul lui Euclid foloseste
aceasta proprietate Tn mod repetat.

In fiecare pas:
Se calculeaza r, restul Tmpartirii lui a la

b, folosind a=gxb-+r.

Se nlocuieste (a,b) cu (b,r) si se
continua procesul.

Intrucat r<b, resturile scad in fiecare
pas, iar fiind nenegative (r>0), procesul
se opreste cand restul devine 0.
Ultimul rest nenul este cmmdc(a,b).
Precum spre exemplu:

Pentru a=48, b=18:

Pasul 1: 48=2x18+12, deci r=12.

Se verifica:
cmmdc(48,18)=cmmdc(18,12).
Pasul 2: 18=1x12+6, deci r=6.

Se verifica:
cmmdc(18,12)=cmmdc(12,6).

Pasul 3: 12=2x6+0, deci restul e 0.

Ultimul rest nenul este 6.

Deci, cmmdc(48,18)=6.

37.

a,b,meN.D.MED(am’bm):
m X M3 D (a, b).

Proprietatea de omogenitate a celui
mai mare divizor comun:

V a, b, m € N: cmmdc(am, bm) = m x
cmmdc(a, b)

,87. Theoremata varia.”

§7. Diverse teoreme.

‘Nota;ia originalad

Notatia contemporand reformulata in
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limbaj natural

a,beN.a’+b’D7:D:ab7.bb7.

Daca 7 Tmparte suma patratelor, atunci
imparte fiecare termen:

Vab e N:7|(@2+b? - (7|]a A 7|b)

xeN.D.x(x+1)b 2.

Produsul consecutiv este par:
Pentru orice x € N: 2|x(x+1)

Precum, spre exemplu: 5 x 6 = 30 = 2
x 15, deci 2|30.

xeN.D.x(x+1)(x+2)D6.

Produsul a trei numere consecutive:
Pentru orice x € N: 6|x(x+1)(x+2)

Precum, spre exemplu: 4 x 5 x 6 = 120
=6 x 20.

Printre trei numere consecutive, unul
este divizibil cu 3.

Printre trei numere consecutive, cel pu-
tin unul este par.

Prin urmare, produsul este divizibil cu
2x3=6

xeN.D.x(x+1)(2x+1)D6.

Pentru orice numar natural x, produsul
x(x + 1)(2x + 1) este divizibil cu 6.

vx € N:glx(x+ 1)(2x + 1)

Teoremele 5 si 6 - Numere consecutive prime intre ele:

xeN.D:x.m.x+1.

Pentru orice numar natural x numerele
x si X + 1 sunt coprime (adicd, cel mai
mare divizor comun al lor este 1).

Deci, daca x este un numar natural,
atunci x si x + 1 nu au divizori comuni

1n afara de 1.

Vx € N:cmmde(x, x+1) =1
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XeN.D:2x—-1.m.2x+1.

Pentru orice numar natural x, numerele
(2x-1)si(2x+ 1) sunt coprime (cel
mai mare divizor comun al lor este 1).

Vx € N:cmmde(2x-1,2x+1) =1

xeN.D.(2x+1)?*-1D8.

Patratul unui numar impar minus 1 este
Intotdeauna divizibil cu 8.

vx e N:8|(2x +1)2-1)

aeN.a>1:0..Np.3>1.3Da:-
= A

(Eucl.
VII, 31)

Teorema Fundamentala a Aritmeticii -
versiunea lui Fuclid

Orice numar natural > 1 are un divizor
prim (Euclid VII, 31).

vae N,a>1:3p € P:pla

a,beN..b2>a..3Da.>>1.3<
b:=

A ::D.aeNp.

Testul de primalitate:

vae N:(vd e N:1<d<Va - d{
a)-aelP

Daca a nu are divizori proprii mai mici
ca Va si mai mari ca 2, atunci a este
prim.

Teoremele 10-11 - Proprietdtile numerelor prime

10.

a,beN.aeNp.a-Db:D:amnb

(Eucl.
VII, 29)

Daca a si b sunt numere naturale, a este
un numar prim, si a nu divide b, atunci
a si b sunt coprime.

Vvabe N:(ae P A atb) - cm-
mdc(a, b) =1

11.

a,b,ceN.aDbD.anb:D.aDc

Daca a, b, ¢ sunt numere naturale, daca
a divide b si a este coprim cu b, atunci
a divide c.

Va,b,c € N: (albc A cmmdc(a, b) =
1) — a|C

12.

a,beN.m=M>3D(a,b):D:a/mm.
b/m.

Daca a, b sunt numere naturale si m
este cel mai mare divizor comun al lui
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a si b, atunci a/m si b/m sunt coprime.

V a, b € N: Dacd m = cmmdc(a, b),
atunci cmmdc(a/m, b/m) = 1

13. aeNp.b,ceN.aDbc:O: (Eucl. |Daca un numar prim p divide produsul
aDb.uU .aDec VII, 30) b x ¢, atunci p divide pe b sau p divide
pe C.
Pentrua € P,b,c € N:
dacd a | bxc, atuncia|bsaua|c
14. aeNp.b,neN:D:aDbn.=.aDb.|(Eucl. |Dacad p este prim iar n si p sunt numere
IX, 12) |naturale, atunci p divide pe bxn daca si
numai daca p divide pe b.
vpe P,vbe N,vn € N:p|bxn
-~ Pplb
15. a,b,ceN.anb.cDa:DJ:cmb. (Eucl. Daca a, b si c sunt numere naturale, a
VII, 23) |si b sunt coprime si ¢ divide pe a,
atunci c si b sunt coprime.
Deci, daca: cmmdc(a, b) = 1 si c | a,
atunci cmmdc(c, b) = 1.
Va,b,c € N:cmmdc(a,b)=1 A c|a
—cmmdc(c, b) =1
16. a,bceN.D .. anb.anc:=:anbc|(Eucl. |Daca a este coprim cu b si cu c, atunci
VII, 24) |a este coprim cu produsul bxc.
Adica:
cmmdc(a, b) = 1 si cmmdc(a, ¢) = 1
daca si numai daca cmmdc(a, bxc) = 1.
Va,b,c € N: cmmdc(a, b)) =1 A cm-
mdc(a, c) =1 - cmmdc(a, bxc) =1
17. a,b,ceN.bnc.bDa.cDa:D.bc va,b,c € N: (cmmdc(b,c)=1 A bJa

D a.

A c|a) - bxc|a

Pentru orice numere naturale a, b, c,
dacd b si c sunt prime Intre ele (copri-
me), si b divide pe a, si c divide pe a,
atunci produsul bxc divide pe a.
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Deci, daca doua numere coprime divid
ambele un al treilea numar, atunci pro-
dusul lor divide si el acel numar.

18.

a,b,ceNpanb:D:aD(ac,b)=3D
(c, b).

Daca a, b si c sunt numere naturale si a
este coprim cu b, atunci cel mai mare
divizor comun al lui a ori c si b este
egal cu cel mai mare divizor comun al
lui ¢ si b.

Daca
a,b,c € N si cmmdc(a,b)=1, atunci cm-
mdc(ac,b)=cmmdc(c,b)

,pa” este o notatie speciald, creata de
domnul Peano, probabil pentru a sim-
boliza relatia de coprimalitate.

In acest context, pa m b s-ar putea tra-
duce ca ,,a este prim cu b”.

Iar, asa ceva inseamna ca cele doua nu-
mere, a si b, nu au divizori comuni, cu
exceptia numarului 1.

Altfel spus, cel mai mare divizor co-
mun al lor este egal cu 1.

Teoremele 19-21 - Cel mai mic multiplu comun:

19.

a,beN.D.W3D(a,b)eN.

Daca a si b sunt numere naturale,
atunci exista un unic cel mai mare divi-
zor al lui a si b, care este un numar na-
tural.

Va,b € N: cmmmdc(a, b) € N

20.

a,beN.D.Wab(ab)=abM>D
(a, b).

(Eucl.
VII, 34)

Produsul dintre cel mai mare divizor
comun si cel mai mic multiplu comun
a doua numere naturale este Tntotdeau-
na egal cu produsul celor doua numere.
V a b € N: X
cmmmc(a,b) =axb

cmmdc(a,b)

21.

a,bceN.ODPa.cBDb:D:cDW»>
D (a, b).

(Eucl.
VII, 35)

Daca c divide pe a si c divide pe b,
atunci c divide pe cmmdc(a, b).
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Va,bce N:cla Ac|b - c|cm-
mdc(a, b)

22.

xeN.x<41:D.41-x+x*eNp.

Daca x este un numar natural mai mic
decat 41, atunci valoarea expresiei
41-x+x%este un numar prim.

vx € N;x<41 - (41-x+x?) € P

23.

M.Np:= A

(Eucl.
IX, 20)

Prin definitie, faptul ca numerele prime
sunt infinit de multe este adevarat.

Deci: ,,Infinitatea numerelor prime”:
IP] =X,

Cardinalitatea multimii numerelor pri-
me este numerabila si infinitd.

Multimea numerelor prime este infinita

Iar, considerand demonstratia domnu-
lui Euclid:

Presupunem ca exista doar un numar
finit de numere prime: p,, p, ...pn.

Consideram N =p, X p, X ... X pn + 1.

N nu este divizibil cu niciunul dintre
Pi> P2 ---Pn.

Prin urmare, N are un divizor prim q
care nu este 1n ,,lista”.

Doar ca, asa ceva reprezinta o contra-
dictie - deci exista infinit de multe nu-
mere prime.

23.

neNp.aeN.a-Pn:D.a"'-1b
n.

(Fermat)

Daca n este un numar prim si a este un
numar natural care nu este divizibil cu
n, atunci a la puterea n-1 minus 1 este
divizibil cu n.

vneP vaeN (nta-n|(an-1-1))
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De fapt, aceasta reprezinta ,,Mica Teo-
remad a lui Fermat” si se refera la pro-
prietatea numerelor ntregi in relatie cu
un numar prim: a®" - 1 este divizibil
cun.

Si este folositd Tn criptografie si in teo-
ria numerelor.

,,88. Numerorum rationes.

Explicationes.

Sip,qeN, tunc P legitur ratio numeri p numero q. Signum R legitur duorum numerorum
q

ratio, et indicat numeros rationales positivos.
Definitiones.”
§8. Raporturile numerelor.

Explicatii.

Daca p, q apartin lui N (multimea numerelor naturale) atunci P se citeste raportul numarului
q

p cu numarul . Simbolul R (actualmente Q) se citeste raportul a doua numere si indica numerele
rationale pozitive.

Definitii.

Notatia originala Interpretare contemporana

1. m,p,qeN.D.m g _ % Multiplicarea cu un numar natural:
m, p,q € N > m(p/q) = (mxp)/q
Pentru orice numere naturale m, p, q, produsul
unui numadr natural m cu o fractie p/q este egal cu
fractia (mxp)/q.
Precum, spre exemplu: 3 x (2/5) = (3 x 2)/5 =
6/5

2. D, p qeN.Dx g _ % — e Egalitatea fractiilor

N.XE,X£€NIDX.X£:X£ P 4, P q, ,E N > (9 :Ep/q? E, ix e N
qg’  q q g |x(p/q) x(p/q") € N A x(p/q) =x(p'/q’)

Doua fractii p/q si p'/q' sunt egale daca si numai
daca exista un numar natural x astfel cd atat x x
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-

(p/q) cat si x x (p'/q") sunt numere naturale si x X
(p/q) =x x (p'q).

De fapt, doua fractii sunt egale daca ,,produsele
Incrucisate” sunt egale: p/q = p'/q' - p xq' =p'
xq

Precum, spre exemplu: 2/3 = 4/6 pentru ca 2 x 6
=3x4=12

R=:[x¢€.. p,qu.g

A

=X:-=

Multimea numerelor rationale pozitive

Q*={x|3p,q € N: p/q=x}

Multimea QF (numerele rationale pozitive) este
formata din toate elementele care pot fi reprezen-
tate ca rapoarte p/q unde p, q sunt numere natura-
le.

peN.D.

- s

Identificarea numerelor naturale cu fractiile
pe NDp/l1l=p
Orice numar natural p poate fi reprezentat ca

fractia p/1, identificand astfel numerele naturale
cu o submultime a numerelor rationale.

,Theoremata.”

Teoreme.

Notatia originala

Notatia contemporand reformulatd In
limbaj natural

5. p_p

P, q p,q eN.O:: - .
qa 4
p'q.

A\l

- Pq

(Eucl.
V11, 19)

_ Criteriul de egalitate (Euclid VII, 19)
Pentrup, q,p,q € N:p/q=p'/q - p
Xq=pxq

Precum, spre exemplu:

6/8 =3/4 pentruca 6 x4=8x3=24
15/20 = 3/4 pentru ca 15 x 4 = 20 x 3
=60

Dem. )

©.qq',qq
q

D

,qq “— €

q

(D) 1. Sensul direct: Daca p/q = p'/q',

atunci multiplicand cu qq' se obtine:
qq' * (p/q) = qq' * (p'/q’) deci pq' = p'q

2. Sensul invers: Daca pq' = p'q, atunci
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P
qq = =

q
p'q..O0..pq=p'q.
Hp.pq'=p'q.. D .‘.XEN.X%,XEI
eN:Ox:

)

Xp'q'=xp'q:I:(x 5 )aq' = (x % )aq’
¢ 0:

r

pentru orice x € N: x X (p/q) X qq' =X
X pg' =xxp'q=xx(p/q) *x qq, deci
x % (p/q) =x > (p/q)

xﬁzxﬂv.
q q
(D)(2).D.Th.
p _mp (Eucl.
m,p,qu.D.q — VII, 17)

Amplificarea fractiilor (Euclid VII, 17)

Pentru m, p, ¢ € N: p/q = (m X p)/(m
xq)

Multiplicand numaratorul si numitorul
unei fractii cu acelasi numar natural di-
ferit de zero, fractia ramane neschim-
bata.

Precum, spre exemplu:
2/3=4/6=6/9 =8/12
5/7 = 15/21 = 25/35

p,geN. meN.mDp.mDq:D.
Ezp/m
q qlm

Simplificarea fractiilor

Pentrup,q € Nsim € Ncum | psi
m | q: p/q = (p/m)/(q/m)

Daca un numadr natural m divide atat
numaratorul cat si numitorul unei frac-
tii, fractia poate fi simplificata prin im-
partirea ambilor termeni la m.

Precum, spre exemplu:
12/18 = 6/9 = 2/3 (impartind la 6)
15/25 = 3/5 (impartind la 5)

qu,D',q'eN-pTrq.p'nq'.—:%

:0:p=p'.q=d.

Q|

Fractii ireductibile:

Pentru p, q, p, ¢ € N cu cmmdc(p, q)
= cmmdc(p', q") = 1: daca p/q = p'/q'
atuncip=p'siq=4q
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Fractiile ireductibile (in forma cea mai
simpld) au o reprezentare unica.
9. v v _p' . Proportionalitatea:
P,q,P,QEN-PHq.g—%:D:p/p port
= Pentru p, q, p', 9 € N cu cmmdc(p/,
q/q=m>3D (p, g). q) = 1sip/q=p/q:p/p =q/q=m
unde m divide cmmdc(p, q)
Daca doua fractii sunt egale si una este
ireductibila, atunci cealalta se obtine
prin amplificare cu un factor comun.
Precum spre exemplu:
Daca 6/9 = 2/3, atunci 2/6 = 3/9 = 1/3
(factorul m = 3)
10. C p_p + |(Eucl.  Unicitatea reprezentdrii ireductibile
PGP d N = PTG Sy 51y (Buclid VI, 21)
q:=A.
Pentru p, q, p', q' € N: dacd p/q = p'/q’,
cmmdc(p, q) = 1 si q' < g, atunci apare
o contradictie.
Prin urmare, ,fractia ireductibila” are
numitorul cel mai mic dintre toate re-
prezentdrile echivalente.
11. Vo .~ P_P _ P _p|(Eucl. |Regula celor trei reprezentari (Euclid
PG Py AT EN D =T T g VIL 13) (VI 13)
p_q Pentru p, q, p, ' € N: p/q = p'/q -
g p p/p'=4d/q ~ p/q=p/q
Trei forme echivalente de a exprima
proportionalitatea.
Precum, spre exemplu: 6/8 = 9/12 «
6/9=8/12 - 6x12=9x%x8=72
12. P, qeN.D:[Mel:meN.m 5 N Existenta multiplilor Intregi:
-= Pentru p,q € N: 3m e N astfel incat
A. m X (p/q) € N
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Orice fractie, multiplicatd cu un numar
natural suficient de mare, da un numar
natural.

Precum, spre exemplu:

Pentru 2/3, daca m = 3, se obtine 3 x
(2/3)=2 e N

12°. aeR.D:[me]l:meN.maeN .. -= Versiunea generala
A.
Pentrua € Q":3m € N astfel Incat m
xa e N
13. P,q,p,qeN.D:[(r,s,)e]l:r, s, te Reducerea la acelasi numitor (pentru 2
NS N N S fractii)
q t q t
Pentru p, q, p, ¢ € N:3r,s,t € N
astfel Tncat:
p/q=r/tsip'/q = s/t
Orice doua fractii pot fi aduse la ace-
lasi numitor.
Precum spre exemplu:
2/3si3/4 - 8/12si 9/12
13°. a,beR.D:[(r,s,t)e]:r,s,teN.a= Versiunea generala:
L b = i .= A
t o Pentru a, b € Q*:3r,s,t € N astfel
Tncata =r/tsib = s/t
14. a,b,ceR.D:[(m,n,p, Q) €]:m,n, Reducerea la acelasi numitor (pentru 3
p,q€ fractii)
_m _n _p . _
N.a—g .b—a 'C_E A Pentrua,b,c € Q*:3m,n,p,q € N
astfel Tncat a = m/q, b =n/q, c = p/q
Orice numar finit de fractii poate fi re-
dus la acelasi numitor.
15. D, reN.a= % b= % Y az=b. = Regula simplificarii:
p= Pentrup,q,r € Ncua=p/rsib=q/r:
q. a=bsip=q
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Fractiile cu acelasi numitor sunt egale
daca si numai daca au acelasi numara-
tor.

16.

meN.abeR.a=b.maeN:D.
mb € N.

Conservarea proprietatii de numar na-
tural:

Pentrum € Nsia,b € Q*:dacia=b
simxa e N,atuncimxb € N

Proprietatile aritmetice se conserva
prin egalitate.

17.

oog

Proprietatile relatiei de egalitate:
Pentrua, b, c € Q:
Reflexivitatea: a = a
Simetria:a=b - b=a

Tranzitivitatea:a=b A b=c - a=c

Egalitatea pe Q" este o relatie de echi-
valentd.

18.

NOR.

Includerea numerelor naturale:
N c Q*

Numerele naturale formeaza o submul-
time a numerelor rationale pozitive.

»D

De

efinitiones.”

finitii

Notatia or

iginala

Interpretare contemporané

19.

a,beR.D::a<b.=..xeN.xa, xb|Relatia ,,mai mic”:

eN:
D . xa < xb.

Pentrua,b € Q" D a<b=3x € N: xxa, xxb
€ N A xxa<xxb

Pentru numerele rationale pozitive a si b, spunem
ca a < b daca exista un numadr natural x astfel ca
atat xxa cat si xxb sunt numere naturale si xxa <
xxb.

20.

a,beR.D:b>a.=.a<b.

Relatia ,,mai mare”:
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Pentrua,b € Q":b>a=a<b

,Theoremata”

Teoreme

Notatia originala

Notatia contemporana reformulatd in
limbaj natural

21. reN.a=2 pb=9.9.4<p = Comparatia fractiilor cu acelasi numi-
P ' r’ ro tor:
.p<q.
Pentrup,q,r € Nsia=p/r,b=q/r: a
<b o p<q
Precum, spre exemplu:
3/7 <5/7 pentru ca 3 <5
11/13 > 8/13 pentru ca 11 > 8
22, - p _p _ v Criteriul general de comparare
P,q,p,qeN.D: = <= _.=.pq <p
a dq
q. Pentrup, q,p,q € N: p/q<p'/q - p
xq <p'xq
Regula generala pentru compararea
fractiilor.
23. reN.a=X b=L .9.a<p. = Compararea cu numitori invers propor-
P G, ) p q ) tionali:
.pP>q.
Pentrup,q,r € Ncua=r/psib=r/q:
a<b o p>q
Pentru fractii cu acelasi numarator, cea
cu numitorul mai mare este mai mica.
Precum, spre exemplu:
5/8 <5/6 pentru ca 8 > 6
24, P, ap,qeN p_p . 5 p Proprietatea densitatii (forma fractii-
S ‘q qg  q lor):
ptp’ _p’
qg+tq'" q' Pentru p, q, p, ¢ € N cu p/q < p'/q":
p/q < (p*+p)(q+q) <p/q’
Intre orice doud numere rationale dis-
tincte exista intotdeauna alt numar ra-
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tional (proprietatea densitatii).
Precum, spre exemplu:

Intre 1/3 si 1/2 se afld (1+1)/(3+2) =
2/5 si intr-adevar: 1/3 < 2/5 < 1/2

25.

aeR.D .. ?2.3>a:-=A.

Proprietatea lui Arhimede (partea I-a):

Pentrua € Q*: 3b € Q" astfel incat b
>a

Q" nu are un element maximal.

Si desi domnia sa nu demonstreaza asa
ceva, s-ar putea presupune totusi ca:

Sa presupunem prin absurd ca exista
un numar rational pozitiv maximal m
e Q. Atunci pentru orice a € QF,
avem a < m.

Dar, se poate construi numdrul m' = m
+ 1. Evident:

m' € QF (intrucat reprezinta suma a
doua numere rationale pozitive)

m=m-+1>m

Iar, asa ceva contrazice faptul ca m ar
fi maximal.

Prin urmare, nu poate exista un ele-
ment maximal in Q*.

26.

aeR.D..R.3<a:-

I
>

Proprietatea lui Arhimede (partea II-a):

Pentrua € Q*: 3b € Q astfel incat b
<a

Q" nu are element minimal.
Si desi nici asa ceva nu demonstreaza
domnia sa, s-ar putea presupune in

continuare ca:

Exista un element minimal m € Q.
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Atunci pentru orice a € Q*, avem m <
a.

Dar s-ar putea construi m/2.

Si desigur, m/2 € Q7 (intrucét repre-
zinta Tmpdrtirea unui numar rational
pozitiv la 2)

Doar ca, m/2 < m ceea ce conduce spre
o contradictie!

Deci nu poate exista un element mini-
mal.

Iar, Zero ... nu este acceptat.

27.

a,beR.a<b:D..R.3>a.3<b:
_:/\

Densitatea numerelor rationale:

Pentrua,b € Q*cua<b:3c € QF
astfel lncaita<c<b

Intre orice doua numere rationale dis-
tincte exista intotdeauna un alt numar
rational.

28.

a,beR:D..a<b.a=b:=Aa.
D..a>b.a=b:=A
D..a<b.a>b:=A.
D..a-<b.a-=b.a->b:=A.

Tricotomia si incompatibilitatea:
Pentrua,b € Q:

Nu poate fi simultana<bsia=b

Nu poate fi simultana>bsia=b

Nu poate fi simultana<bsia>b
Exact una dintre relatiile a <b,a=b, a
> b este adevarata

Relatia de ordine pe Q" este ,perfec-

=»

ta”.

29.

a,bceR:D..a<U=b.b<c:0:
a<c.
D..a<b.b<uUu=c:D:a<c.

Tranzitivitatea ordinii:
Pentrua, b, c € Q™:
a<bAb<c-a<c

a<b Ab<c-sa<c

Relatia de ordine este tranzitiva.

,Definitiones.”
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Definitii.

Notatia originala

Interpretare contemporana

30. a,beR.D.a+b=[cel]lceR .. xe€
N . xa, xb, Xc €
N : Ox . xa + xb = xc).

Adunarea.

Suma a doua numere rationale pozitive a si b este
acel numadr rational pozitiv c, astfel incat pentru
orice numar natural x care face xxa, xxb si xxc
numere naturale, xxa + xxb = xxc.

Cu alte cuvinte:
Daca a+b=c atunci exista un numar natural x ast-
fel incat: xxa + xxb = xxc.

Precum spre exemplu, pentru a aduna 1/2 si 1/3,
se gaseste un numitor comun, de exemplu x=6.

Si atunci:
6%(1/2)+6%(1/3)=6%(c) - 3+2=6¢ - 5=6C - =5/
6.

31. a,beR.D:b-a=..[xelxeR.a

+x =b).

Scaderea.

Diferenta b - a este acel numar rational pozitiv x
pentru care a + X = b.

Cu alte cuvinte:

Diferenta dintre b si a este acel numar real care,
adunat la a, 1l ,,produce” pe b.

Precum, spre exemplu, sa presupunem ca vrem
sa calculam 5/6-1/3.

Conform definitiei domnului Peano, se cduta un
numar rational x astfel incat:
1/3+x=5/6

Si se cautd un numitor comun pentru toate
fractiile, In acest caz, 6.

Inmultim intreaga ecuatie cu 6:
6%(1/3+x)=6x%(5/6)
6x(1/3)+6%xx=5

2+6xx=5

Si se obtine o ecuatie cu numere intregi (numere
naturale).
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6x=5-2
6x=3
x=3/6
x=1/2

Astfel, conform definitiei domnului Peano,
5/6—1/3=1/2, Intrucat 1/3+1/2=5/6.

32. a,beR.D.ab=[ce](ceR .. xeN.Inmultirea.
xa, (xa)b, xc €
N : DOx . (xa)b = xc). Produsul a doua numere rationale pozitive a si b
este acel numar rational pozitiv ¢, care pentru
orice numar natural x, face ca: xxaxb = xxc.
Precum spre exemplu, pentru a inmulti 2/3 cu
3/4, se cautam un X, care sa faca x x (2/3) si (x x
(2/3)) x (3/4) numere intregi.
Deci, pentru x=6, avem 6%(2/3)=4.
Apoi, 4x%(3/4)=3.
Rezultatul este un numar natural, iar ecuatia
domnului Peano devine 3=6xc, de unde
c=3/6=1/2.
33. a,beR.D.b/a=[xe](xeR.ax=Db). Impirtirea.

Pentru numerele rationale pozitive a si b, ,,catul”
b/a este acel numar rational pozitiv x pentru care
axx =b.

Precum spre exemplu, sa presupunem cd vrem sa
calculam (2/3)/(1/2).

Conform definitiei domnului Peano, se cduta un
numar rational x astfel incat:
(1/2)xx=2/3

Pentru a rezolva ecuatia, se inmultesc ambele
parti ale acesteia cu inversul lui 1/2, adica cu 2/1
(sau 2).

2x(1/2xx)=2%(2/3)
(2x1/2)xx=4/3
1xx=4/3

x=4/3
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Si astfel, conform definitiei domnului Peano,
(2/3)/(1/2)=4/3, Intrucat (1/2)x(4/3)=4/6=2/3.

,Theoremata”
Teoreme.

Notatia originala Notatia contemporana reformulatd in
limbaj natural

34. P, qreN.D P ,4q9_ptq Adunarea fractiilor cu acelasi numitor:

ror r

Pentru p, g, r € N: p/r + g/r = (p+q)/r

35. a,beR.D.a+beR. ,Inchiderea la adunare”:
Pentrua,b € Q*:a+b € QF

36. D, reN.p<q:D. 9_P_49-pP Scaderea fractiilor cu acelasi numitor:

ror r

Pentrup,q,r € Ncup<q:q/r-pr=
(q-p)r

37. a,beR.a<b:D.b-aeR. ,Inchiderea la scidere”:
Pentrua,b € Q*cua<b:b-a e QF

38. C o p p' _pp Inmultirea fractiilor:

p,q,p,qeN.D. = = =— ’ ’
q q qq

Pentrup, q, p', ¢' € N: (p/q) x (p'/q) =
(p*p)/(9%q)

39. a,beR.D.abeR. ,Inchiderea la Tnmultire”:
Pentrua,b € Q*:axb € QF

40. 2 a,p,qeN.D. p / A, _ —? . Impartirea fractiilor:

qa q pq

Pentru p, q, p', ¢ € N: (p/q) / (p'/q') =
(pq)/(p'9)

41. a,beR.D.b/aecR. ,Inchiderea la Tmpartire”:
Pentrua,b € Q*:b/a € QF
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42.

p,qeN.O.

Q<
Q |

,Reflexivitatea” ...

Pentru p, q € N: p/q = p/q

“89. Rationalum systemata. Irrationales.

Explicatio.

Siae KR, signum Ta legitur terminus summus, vel limes summus classis a.
Supra hoc novum ens relationes ac operationes tantum definimus.

Definitiones.”

§9. Sisteme de numere rationale. Numere irationale.

Explicatie.

Daca ae K R (actualmente @QQ ), semnul Ta se citeste limita superioara (sau termen superior)

sau limita superioara a clasei a.

Asupra acestei noi entitdti, definim doar relatii si operatii.

Definitii.

Notatia originala

Interpretare contemporané

1. aeKR.xeR:D::x<Ta.=..a.>Pentrua € KQsix € Q : daca x < Ta, atunci
X:i-=A. existd elemente Tn a mai mari decat x
Vx<sup(a) - Iy €a:y>x
2. aeKR.xeR:Dm:x=Ta.=:.:a.Pentrua € KQsix € Q:x="Ta, daca si numai
>x:= A ueR.u<x:Dx .. a.>uldaca pentru orice u < x exista elemente Tn a mai
== A mari decat u
x=sup(@) « Yu<x -3y ea:y>u
3. aceKR.xeR:D..x>Ta.=: Pentrua € KQsix € Q : daca x > Ta, atunci x
X-< .X-=. # Ta
x > sup(a) —» x # sup(a)

5

,Theoremata.’

Teoreme.

Notatia originala

Notatia contemporana reformulatda in
limbaj natural

4. xeR.Dux=".T:R.3a<x.

Formula Russell:
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Pentru x € Q exista T: QQ astfel incat T
<X

»Explicatio.

Signum Q legitur quantitas, numerosque indicat reales positivos, rationales aut irrationales,

0 et o exceptis.
Definitiones.”

Explicatie.

Simbolul @ (actualmente R ) se citeste ,,cantitate” si reprezinta numere reale pozitive, ratio-

nale sau irationale, cu exceptia lui O si oo (infinit).

Definitii.
Notatia originala Interpretare contemporana
5. Q=[xelaeKR:a-=A:Re R este multimea elementelor x pentru care exista
> . -=A=XL-=A) o clasa a nevida din Q astfel incat Ta = x
R ={sup(a):a € Q, a # &, a marginita superi-
or}
6. a,be@Q.D:xa=b.=..R.3<a:=: |Pentrua,b €R:a=b daca si numai daca pentru
R.><b orice x € (Q, x < a este echivalent cux <b
a=b o (-0, a) = (-0, b)
7. a,beQ.D:a<b.=..R.3>a.3</Pentrua,b € R :a<b daca si numai daca exista
b: x €Q,cua<x<b
[ /\
a<boiaxe Q:a<x<b
8. a,beQ.D:b>a.=.a<b Definitia standard a inegalitatii:
Pentrua,b €R : b > a este echivalent cua <b

,Theoremata”

Teoreme.

Notatia originala

Notatia contemporana reformulatd in
limbaj natural

9. ae@Q.0..R.<a:-=~A Pentru a € R, exista numere reale mai
mici decat a
‘10. ‘a eQ.0O..R.>a:-=A. ‘Pentru a € R, exista numere reale mai
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‘ ‘ ‘ ‘mari decat a ‘

‘11. ‘IR 0Q. ‘ ‘Q este inclus in R. ‘

Subsistunt quoque propositiones quae a P17, 28, 29 in §8 obtinentur, si loco R legatur Q .
Definitiones.

Desigur, propozitiile care se obtin din P17, 28, 29 in §8 raman tot atat de valide, daca 1n lo-
cul lui R se citeste Q.

Definitii.
Notatia originala Interpretare contemporand*’
12. a,beQ.D.a+b=TI[z€]([(x, y) €] {Pentru orice a, b € R si pentru orice x, y € Q
X,y €
R.x<a.y<b.x+y=z..-=A). Sumaa + b = supremum-ul multimii {x +y:x <
a, y <b}
Sau:
atb=sup{x+y:x € (-®,a)y € (-»,b)}
13. a,beQ.D.ab=TI[zel([(x,y) €] : X, yPentru orice a, b € R si pentru orice x, y € Q
€
R.x<a.y<b.xy=z..-=A). Produsul ab = supremum-ul multimii {xy : x < a,
y <b}
Sau:
ab =sup{xy:x € (-»,a)y € (-, b)}

Ut valeant hae definitiones, demonstrandum est subsistere propositiones 12 et 13, si a, b €

,»Substractionem et divisionem ut operationes inversas additiones et multiplicationis definire
licet, illarumque proprietas demonstrare.

§10. Quantitatum systemata.

Explicationes.

Siae K Q, signala, Ea, Lb leguntur: interior, exterior, limes classis a.

Definitiones.”

43 Doar ca, Tn acceptiuni contemporane am evitat sa mai specific — asa precum a facurt domnia sa, ca exista x,y cu
proprietatea x+y=z, rexpectiv xxy=z si si definec multimea tuturor acelor z. In perspectiva domniiei sale rolul lui z
era de areprezenta variabila prin care se descrie multimea rezultatelor posibile (sumele sau produsele) si era pur for-
mal, servind doar pentru a se construi ,,multimea de valori”.
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Pentru a fi valabile aceste definitii, trebuie
a, b apartin lui R (actualmente Q).

demonstrat ca propozitiile 12 si 13 se sustin, daca

Scaderea si Tmpartirea pot fi definite ca operatii inverse ale adunarii si inmultirii, iar proprie-

tatile lor pot fi demonstrate.
§10. Sisteme de cantitati.

Explicatii.

Daca a apartine K Q (actualmente R) , semnele Ia, Ea, Lb se citesc: interiorul, exteriorul, li-

mita clasei a.

Definitii.

Notatia originala

Interpretare contemporana

1. aeKQ.DIa=Q [x €]l([(u, v) €] :: u,|,,Interiorul lui a” este multimea punctelor x pen-
VE tru care existd un interval (u,v) continut in a.
Q. .u<x<v..3>u.3<v:Da:.
-= A )
int(@)={xeR:3u,v € R (u<x<v A (u,v)Ca)}.
sau:
int(a)={x € R:3e>0(x—¢,x+¢) Ca}.
2. aeKQ.D.Ea=1I(-a) Exteriorul lui a este interiorul complementarei lui
a.
ext(a) = int(a®)
3. aeKQ.D.Lb=(-Ia)- Ea). Limita lui a este complementara reuniunii
interiorului si exteriorului
da = (int(a) U ext(a))°

,Theoremata”

Teoreme.

Notatia originala

Notatia contemporana reformulatd in
limbaj natural

4, aeKQ.x,uve
Q.u<x<v.3>u.3<v:ca):D.x
€

Ia

Definitia punctelor interioare:

Daca x este intre u si v si intervalul (u,
V) € a, atunci x € Ia.
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5. aeKQ.xela:D:[(u,v)el(u, ve Caracterizarea standard a punctelor in-
Q..u<x<v..>u.<v:0D:a)-= terioare:
A
x € la daca si numai daca exista inter-
val (u,v)cux € (u,v) C a.

Dem. P1 = (P4)(P5). Se combina cele doua axiome fun-
damentale despre intervale si incluziu-
ne.

6. aeKQ.u,veQ.(3>u.3< A : Intervalele deschise incluse in a sunt in

Da) .. D ..3>u.3<v:Dla. interiorul lui a
Daca (u, v) € a, atunci (u, v) € Ia

Dem. P6 = P4. Se bazeaza direct pe axioma P4 despre
intervale.

Daca (u, v) € a, atunci pentru orice x
€ (u, v) intervalul (u, v) Tnsusi serves-
te drept vecinatate deschisa a lui x in-
clusa n a, deci x € int(a).

Prin urmare (u, v) C int(a).

7. aeKQ.D.laDa. Interiorul este inclus Tn multimea origi-
nala:
int(a) € a

8. aeKQ.D.Ila=Ia. Interiorul interiorului este interiorul
int(int(a)) = int(a) — idempotenta
Pentru orice multime a € K(R) avem
int(int(a)) = int(a)

Dem. Hp. (Ia)[a] P7: D .MMaD1a (D) Din teorema 7, stim ca int(a) € a, prin

Hp. 2) urmare din monotonia interiorului

XU, VEQ. U<X<V.(3>u.3<Vv:D gcare urmeaza din P7): int(int(a)) C

a). int(a)

P6:0:u,veQ.u<x<v.(>u.<v: . . . < N

D Ta) Pentru incluziunea inversa, consideram
x € int(a).

Hp.xela.2):O:xella 3)

Hp. (3):O:Ialla 4) Din definitia interiorului (Teorema 5)

Hp. (1).(4) : O: Ts. (Theor.) |existd u, v € R cuu < x <v astfel in-

cat (u,v) C a.
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Din teorema 6, avem (u, v) C int(a)
deci x € int((u, v)).

Prin definitia interiorului aplicata lui
int(a) rezulta ca x € int(int(a)).

Prin urmare: int(a) € int(int(a))

Din (1) si (6): int(int(a)) = int(a)

9. a,beKQ.adb:D.1adIb Monotonia operatorului interior
Dacaa C b, atunciIa C Ib
Daca a, b € K(R) si a € b, atunci
int(a) < int(b)

Dem. Hp.x,u, A Q. u<x< A .(>u.< A|(]) Fie x € int(a).
Da):D..3>u.3<v:0b Din definitia interiorului, existd u, v €
Hp.xela:D:xelb R cuu < x <v astfel Incat (u, v) C a.

Din ipoteza a C b, rezulta (u, v) C b.
Prin definitia interiorului aplicata lui b,
avem x € int(b).
Prin urmare: int(a) C int(b)
10. a,beKQ:D:I(ab)D1Ia Interiorul intersectiei este inclus n in-
teriorul fiecarei multimi
int(a n b) C int(a)
Dem. (ab, a)[a, b] P9 . =.P10 Din ab € a si monotonia interiorului
(P9): int(ab) C int(a).
Similar, din ab € b: int(ab) C int(b).
Prin urmare int(ab) C int(a) n int(b).
11. a,be KQ.D.I(ab) O(Ia)(Ib) Interiorul intersectiei este inclus in in-
tersectia interioarelor
int(a n b) C int(a) n int(b)
Dem. P11 =:P10. n .(b, a)[a, b] P10 Din P10: int(a n b) C int(a).

Aplicand P10 cu (b, a) in loc de (a, b):
int(a n b) C int(b).

Prin urmare int(a n b) C int(a) n
int(b).
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12.

a,beKQ.D.IadI(a uUb)

Interiorul este inclus in interiorul reu-
niunii

int(a) C€ int(a U b)

13.

a,beKQ.D.lauIbDI(aub)

Reuniunea interioarelor este inclusa in
interiorul reuniunii

int(a) U int(b) C int(a U b)

14.

a,beKQ.D.I(ab)=(Ia)(Ib)

Interiorul intersectiei egal cu intersec-
tia interioarelor

int(a N b) = int(a) n int(b)

Pentru a, b € K(Q) int(a n b) = int(a)
N int(b)

Dem.

Hp. P11:D. 1 (ab) D (Ia)( Ib)

O

Hp.xeQ.u,ve

2

Q.u<x< A .(3>u.3<v:0a)u,
Ve

Q.w<x<v. >3>u.<Vv:Db).u”
Mu u u ). v?’=W(v,v'):D:u”,v”
€
Q.u”<x<v”.(3>u”.>v”:D:ab)

Hp.xela.xelb.(2):D.xel(ab)

3)

Hp. (3) : O: (Ia)(Ib) O I (ab)

4

Hp. (1).(4) : D . Ts.

Prima incluziune:
Din teorema 11: int(a n b) C int(a) n
int(b)

A doua incluziune:
Fie x € int(a) n int(b).

Din x € int(a) existau,v € Q cuu <
x<vsi(yvVv) C a

Din x € int(b) exista u', v' € Q cu u'
<x<Vv'si(u,v) Cb.

Se defineste u" = max(u, u') si v"' =
min(v, v').

Atunci u" < x <v" (intrucat u < x < v si
u' <x<v).

Intervalul (u", v"
anb.

C (uv)yn(,v)c
Prin definitia interiorului, x € int(a n
b).

Prin urmare: int(a) n int(b) C int(a N
b)

Din (1) si (9): int(a n b) = int(a) n
int(b)
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15.

aeKQ.D.EaD-a

Exteriorul este inclus iTn complementa-
ra multimii

ext(a) C a°

Dem.

P15 = (- a)[a] P7

Se aplica Teorema 7 la complementara
lui a.

Din teorema 7 se stie cd int(a) C a.
Aplicandu-se aceasta proprietate la ac
(complementara lui a): int(a®) C a-.
Prin definitie, ext(a) = int(a®) deci
ext(a) C a-

16.

aeKQ.D..Ia.Ea:= A

Interiorul si exteriorul sunt disjuncte

int(a) n ext(a) = &

Dem.

Hp.P7.P15:0 .. la.Ea:D:a-a:=
A

Se folosesc proprietatile de incluziune
pentru a ardta ca intersectia este vida.

Din P7: int(a) € a. Din P15: ext(a) C
-a.

Prin urmare int(a) n ext(a) € a n (a°
= .

17.

aeKQ.D.IEa=Ea

Interiorul exteriorului este exteriorul

int(ext(a)) = ext(a)

Dem.

P17 = (- a)[a] P8

Se aplica idempotenta interiorului la
complementara lui a.

ext(a) = int(a%)

Aplicand Teorema 8 la -a: int(int(a®)) =
int(a°).

int(ext(a)) = ext(a).

18.

a,beKQ.bDa:D.EaDEb

Antimonotonia exteriorului:

Dacab C a, atunci Ea C Eb

Dem.

P18 = (- a, - b)[a, b] P9

Se aplica monotonia interiorului la
complementare.

Daca b C a, atunci a© € bec. Din mono-
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tonia interiorului

int(be).

(P9): int(a®) <

ext(a) € ext(b).

19. a,beKQ.D:Ea U Eb.DE (ab) Reuniunea exterioarele este inclusa in
exteriorul intersectiei:
ext(a) U ext(b) € ext(a n b)

20. a,beKQ.D.E(a U b)=(Ea)(Eb) Exteriorul reuniunii egal cu intersectia
exterioarele:
ext(a U b) =ext(a) n ext(b)

Dem. P20 = (- a, - b)[a, b] P14 Se aplica formula interiorului intersec-
tiei la complementare.
ext(a U b) =int((a U b)) = int(a® n -
b°).
Din P14: int( a® n b) = int(a®) n int(b®)
= ext(a) n ext(b).

21. aeKQ.D.L(-a)=Lb Limita complementarei este limita ori-
ginalului
d(a) = 0a

22. aeKQ.D .. Ta.Lb:= A Interior, exterior si limita sunt mutual

O..Ea.Lb:=A disjuncte
O..-la.-Ea.-Lb:= A

int(a) ext(a) da sunt disjuncte

Dem. P22 =P3 Se bazeaza pe axioma descompunerii
spatiului.
Prin definitie, da = Q \ (int(a) U
ext(a)).
Prin urmare, int(a) ext(a) si da sunt dis-
juncte doua cate douad si reuniunea lor
este Q.

23. aeKQ.D:aDd.lauULb Multimea este inclusa in reuniunea in-

teriorului si limitei:

a C int(a) U oda
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24.

aeKQ.D.I(alLb)= A

Interiorul intersectiei cu limita este vid:

int(a n da) = &

Dem.

Hp. P14 .P7 .P22:D:1(aLb). =
JaIlb.D.lalb.=. A

din p14: int(a n da) = int(a) N int(da).
din p7: int(da) C Oda. din p22: int(a) N
da= .

prin urmare int(a) n int(da) = &, deci
int(a N da) = .

25.

a,beKQ.adb:D:Lb.D.Ib U Lb

Proprietate de monotonie pentru limita:
Dacaa C b,atunciLa C Ib U Lb

Dacd a, b € K(Q) si a C b, atunci 0a
C int(b) U db

Dem.

Hp. P18 :D: EbO Ea: O:
l[auLb.D.IbuLb:D.Ts.

Din antimonotonia exteriorului (Teore-
ma 18): daca a C b, atunci ext(b) C
ext(a).

Stim cd Q = int(a) U da U ext(a) =
int(b) U db U ext(b) (descompunerea
spatiului).

Din a € b si monotonia interiorului:
int(a) € int(b).

Din (1): ext(b) € ext(a) deci int(a) U
da C int(b) U ob.

Combinand cu (3) rezultda da C int(b)
U db

26.

a,beKQ.D:
L(ab)D.laLb U IbLb U LbLb

Limita intersectiei:

0(A n B) C (int(A) n 0B) U (int(B)
N 0A) U (0A n 0B)

Pentru a, b € K(Q) avem d(a n b) C
(int(a) n db) U (int(b) n 0a) U (da n
ob)

Dem.

Hp.D:abDa.abOb.P25

:D:L(@)dlaulb.L(ab)DIb v
Lb:

O:L(ab)D(Ia u Lb)(Ib u

Lb). L(ab) (Ia) (Ib) = L (ab) I (ab) =

Dinanb Casianb C b, aplicand
Teorema 25:

danb

) C int(a) U oda
dlanb)c

int(b) U db
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J: Ts.

Prin urmare: d(a n b) C (int(a) U 0da)
N (int(b) U db)

Dezvoltand intersectia: d(a n b) C
(int(a) n int(b)) U (int(a) n db) U (da
n int(b)) U (da n ob)

Din teorema 24, int(a n b) n d(a n b)
= (J, iar Din teorema 14, int(a n b) =
int(a) n int(b).

Prin urmare, primul termen se anuleaza
cu o parte din d(a n b).

Rezulta: d(a n b) € (int(a) n db) U
(int(b) n 0a) U (da n db)

26’. a,beKQ.D.L(ab)DLb U Lb Limita intersectiei inclusa Tn reuniunea
limitelor
J0AnB) C 0A U 0B
27. a,beKQ.D:L(aub)= Limita reuniunii:
LbEb U LbEa U LbLb
0(A U B) = (0A n ext(B)) U (0B n
ext(A)) U (0A n 0B)
Dem. P27 = (- a, - b)[a, b] P26
27°. a,beKQ.D:L(aub)DLb U Lb Limita reuniunii inclusa in reuniunea
limitelor
J(A U B) C0A U OB
28. aeKQ.D.LIaDLb Limita interiorului inclusa n limita:
d(int(a)) € da
Dem. Hp. P7:D:1aDa. P25 (1) Din P7: int(a) € a
D) LIadIa U Lb Din P25 (monotonia limitei): d(int(a))
C int(a) U da
Hp. P8 . P22 2
_ P - - ) Din P8 (idempotenta): int(a) =
:D.LlIala=LIalla= A lnt(lnt(a))
(1(2). O . Theor. Din P22 (disjunctia regiunilor):

d(int(a)) n
int(int(a)) = &
Din (2) si (4): d(int(a)) € da

int(a) = d(int(a)) n

158



https://esteticademersurilorinutile.com/
https://esteticademersurilorinutile.com/

- esteticademersurilorinutile.gmail.com
esteticademersurilorinutile.com

28’.

aceKQ.DLEaODLb

Limita exteriorului inclusa Tn limita:

d(ext(a)) C da

29.

aeKQ.D.LLbDLIa U LEa

Limita limitei inclusa in reuniunea li-
mitelor interiorului si exteriorului:

d(0a) C d(int(a)) U d(ext(a))

Dem.

Hp. O: LLb =L (Ia U Ea). P27°:D.
Ts.

da = Q\ (int(a) U ext(a)) deci d(da) =
0(Q\ (int(a) U ext(a)))
Prin proprietdti generale: d(da) C

d(int(a)) U d(ext(a))

29°.

aeKQ.D.LLbDLb

limita limitei inclusa In limita:

d(da) C oa

Dem.

P29 .P28.P28°: D . Theor.

Din T29:
d(ext(a)).
Din T28: d(int(a)) C Oa.

Din T28' (pentru exterior): d(ext(a)) C
oa.

Prin urmare d(da) C Oa.

0(oa) C d(int(a)) U

30.

aeKQ.D.Lb=ILb U LLb

Limita este reuniunea interiorului limi-
tei si limita limitei:

Oa = int(da) U d(da)

pentru a € k(Q) avem da = int(da) U
0(0a)

Dem.

Hp.P23:D.LbDILb U LLb

©)

Hp.P7:D.ILbDLb

)

Hp. P29’: D .LLbOLb

3)

(D(2)(3). D . Theor.

Prima incluziune: Din teorema 23 (des-
compunerea spatiului) da C int(da) U

0(0a).

A doua incluziune: Din teorema 7,
int(0a) C oa.

Din teorema 29', d(da) C 0a.
Prin urmare: int(da) U d(da) C oa

Din (1) si (4): 0a = int(da) U 0(0a)

31

aeKQ.D.LILbODLLb

Limita interiorului limitei inclusa in li-
mita limitei:
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d(int(0a)) € 0(0a)

Dem. P31 = (Lb)[a] P28 Din T28 aplicat la da: d(int(da)) <
0(0a). Aceasta este exact teorema 31.
32. aeKQ.D.ILLb= A Interiorul limitei limitei este vid:
int(d(da)) = &
Dem. Hp. P29’: D: LLb=Lb LLb .(Lb)[a Din P29, d(da) C 0da, combinat cu P24
aplicat la da in loc de a.
P24 : DTs.
33. aeKQ.D:ILILb= A Interiorul limitei interiorului limitei
este vid:
int(d(int(0a))) = &
Dem. P31.P32:D.P33 Rezulta din T31 si T32 prin proprieta-
tea vidului.
34. aeKQ.D.LLLb=LLb Limita limitei limitei este limita limi-
tei:
0(0(0a)) = d(0a)
Dem. (Lb)[a] P30 /P P32 : D . Theor. Din T30 aplicat la 0a, combinat cu
T32.
35. a,be KQ.D.laLbDL(ab) Intersectia interiorului cu limita inclusa
Tn limita intersectiei:
int(a) n db € d(a n b)
Dem. Hp. P14 (1) Din teorema 14: int(a n b) = int(a) n
:D.laLbI(ab)=IalbLb= A int(b). ;
Prin urmare: int(a) N db n int(a N b) =
Hp. P2.P14 2
P 2) int(a) n db n int(a) n int(b) = int(a) N
:D.laLbE(ab)=TalLbI(-a U -b) int(b) n db
N B B Din proprietdtile limitei: int(b) n db =
[(a-b)Lb=TaEbLb= A <, deci expresia de mai sus este vida.
(1)(2) OTheor. Rezultd prin urmare ci int(a) n db C
d(a n b).
36. a,be KQ.D.laLb U IbLb D Lbb. |(Vide Reuniunea intersectiilor incluse Tn li-
P26) mita intersectiei:

(int(a) n db) U (int(b) n da) € d(a n
b)
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Dem. P36 =: P35 .(b, a)[a, b] P35 Se aplicd Teorema 35 de douad ori - o
data cu (a, b) si o data cu (b, a):
Din P35: int(a) n db € d(a n b)
Aplicand P35 cu rolurile inversate:
int(b) n da C d(a nb)
Prin reuniunea acestor doua incluziuni:
(int(a) n db) U (int(b) n da) € d(a n
b)
37. a,be KQ.D.EaLbu EbLbu L|(Vide Tot asa si pentru reuniune:
(aub) P27)
(ext(a) n db) U (ext(b) n 0da) C d(a
U b)
Dem. P37 = (- a, - b)[a, b] P36 Se aplica Teorema 36 la complementa-
rele -a si -b:
(int(-a) n d(-b)) U (int(-b) n d(-a)) €
0((-a) n (-b))
Folosind definitiile:
int(-a) = ext(a) d(-b) = db si (-a) n (-b)
= -(a U b): (ext(a) n db) U (ext(b) n
0a) € d(-(a U b))=0(a U b)
38. a,beKQ.D.I(a ub)Ddla U Ib U|(Vide Interiorul reuniunii:
LbLb P13)
int(a U b) C int(a) U int(b) U (da n
db)
Pentru a, b € K(Q) avem int(a U b)
C int(a) U int(b) U (da n db)
Dem. Hp. @) Stim ca QQ = (int(a) U da U ext(a))
D.I(aub)D(Iau Lbu Ea)( Ibu pentru orice multime a.
Lbu Eb) ( b) (int(a)
Prin urmare: int(a U C (int(a) U
Hp. P20. P16 ) da U ext(a)) n (int(b) U db U ext(b))
:D.I(aub)EaEb=1(aub)E (aub)
A Din teorema 20: ext(a U b) = ext(a) n
Hp.P37:D:1(a U b) (EaLb U 3) ext(b)

EbLb).D.I(a Ub)L(a UDb).= A

(D)(2)(3). D . Theor.

Din teorema 16: int(a U b) n ext(a U
b) = I, deci int(a U b) n ext(a) n
ext(b) = &

Din teorema 37 si proprietdtile limitei
reuniunii: int(a U b) n (ext(a) n db U
ext(b) n da) = &
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Eliminand termenii care se anuleaza
din dezvoltarea produsului, ramane:
int(a U b) C int(a) U int(b) U (da n
db)

38°. a,be KQ.D.E (ab) D Ea U Eb U |(Vide Exteriorul intersectiei:
LbLb P19)

ext(A n B) C ext(A) U ext(B) U (0A
N 0B)

39. aeKQ.D.ILbLIa= A Intersectia interiorului limitei cu limita
interiorului este vida:
int(da) n d(int(a)) = &

Dem. Hp.P36:D:1LbLIaDL (LbIa)= A Din teorema 36 aplicata la da si int(a):
int(0a) n d(int(a)) € d(da n int(a))
Din teorema 24: da n int(a) = &, prin
urmare d(da n int(a)) = () = .
Rezulta: int(da) n d(int(a)) = &

40. aceKQ.D.LIaDLLb Limita interiorului inclusa In limita li-
mitei:
d(int(A)) € 0(dA)

Dem. Hp. P28 . P30 . P39 : DTheor. Din teorema 28: d(int(a)) C 0da
Din teorema 30: da = int(da) U 0(da)
Din teorema 39: int(da) n d(int(a)) =
1]
Prin urmare: d(int(a)) € oa si d(int(a))
1 int(0a)
Rezulta: d(int(a)) € d(da)

40°. aeKQ.D.LEaDLLb Limita exteriorului inclusa in limita li-
mitei:
d(ext(a)) € d(da)

41. aeKQ.DOLLb=LIa U LEa Limita limitei este reuniunea limitelor
interiorului si exteriorului:
0(0a) = d(int(a)) U d(ext(a))

Dem. P29 . P40 . P40’ : D . Theor. Din teorema 29: d(da) € d(int(a)) U

d(ext(a))
Din teorema 40: d(int(a)) € 0(da)
Din analog pentru exterior (P40'):

d(ext(a)) € 0(0a)
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Rezulta egalitatea: d(da) = d(int(a)) U
d(ext(a))

42. aeKQ.D.ILIa= A Mai multe proprietati ale limitelor ite-

O.ILEa= A rate.

O.LLIa=LIa

O.LLEa=LEa Proprietati complexe ale operatorilor
compusi.

43. a,beKQ.D.I(laulb)=Iaulb Interiorul reuniunii interioarelor:

int(int(a) U int(b)) = int(a) U int(b)
Pentru a, b € K(Q) avem int(int(a) U
int(b)) = int(a) U int(b)

Dem. Hp.P7:D.1(laulb)DIla u b (1) Prima incluziune: Din teorema 7,
Hp. P8 . P13 2) int(int(a) U int(b)) C int(a) U int(b)
ibf;: [au Ib.=.TTau IIb.D.I(lau A doua incluziune:

(1)(2) OTheor. Din teorema 8: int(a) = int(int(a)) si
int(b) = int(int(b))
Din teorema 13 (interiorul reuniunii):
int(a) U int(b) = int(int(a)) U
int(int(b)) C int(int(a) U int(b))
Din (1) si (2): int(int(a) U int(b)) =
int(a) U int(b)

44, a,be KQ.D.I(LLb U LLb)= A Interiorul reuniunii limitelor limitelor

este vid:
int(d(da) U 0(db)) = &
Dem. Hp. P38 . P32 .P34 (1) Din teorema 38: int(d(da) U 0(db)) C
:D.I(LLb u LLb) DLLb LLb DLLb gntgﬁa(aa)) U int(d(db)) U (d(d(da)) n
(0(db)))
Hp (1) P8 - Din teorema 32: int(d(da)) = & Din
:D.1 (LLb U LLb) UILLb= A teorema 34: a(a(aa)) — a(aa)
Prin urmare: int(d(da) U 0d(db)) € &
U & U (d(0a) n d(db)) € d(da)
Prin simetrie si Teorema 8: int(d(0a) U
0(db)) = &
45. aeKQ.D.I(lau Ea)=Ia U Ea Interiorul reuniunii interiorului si exte-

riorului:
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int(int(a) U ext(a)) =int(a) U ext(a)

Dem. P8 . P17 .(- a)[b] P43 : D . Theor. Din teorema 8: int(a) = int(int(a))
Din teorema 17: ext(a) = int(ext(a))
Din teorema 43 aplicata la int(a) si
ext(a): int(int(a) U ext(a)) = int(a) U
ext(a)
Prin proprietatea ca int(a) si ext(a) sunt
deja ,,interioare” in sensul ca sunt egale
cu propriile lor interioare.

45, aceKQ.D.ELb=1Ia U Ea Exteriorul limitei:
ext(0a) = int(a) U ext(a)

46. aeKQ.D.Ela=-(Ia U LIa) Exteriorul interiorului:
ext(int(a)) = (int(a) U d(int(a)))c

46°. aeKQ.D.EEa=-(Ea U LEa) Exteriorul exteriorului:

ext(ext(a)) = (ext(a) U d(ext(a)))

Si atat.

Concluziile le puteti trage domniile voastre, asa precum probabil si-ar fi dorit si domnul
Peano, care in exact aceastd ,,abrupta” maniera si-a finalizat propria lucrare.
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